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2.1 Fungsi dan Grafiknya

Bayangkanlah sustu fungsi sebagai sebuah sevapan. Fungsi ini mengambil amunisi dari
suatu himpunan yang dinamakan daerak asal (daerah definisi, domain) dan menembak-
Kannya pada suatu himpunan sasaran., Setiap peluru mengenai sebuah titik sasaran funggal,
tetapi dapat terjadi bahwa beberapa pelury mendarat pada titik yang sama. Kita dapat me-
nyatakan definisi secara lebih formal dan memperkenalkan beberapa cara penulisan secara
bersamaan.

Definisi :
Sebuah fungsi f adalah suatu atiran padanan ying mengh\\hungkan tup obyek x
dalam: sate. himpunan, ydng, disebut daerah asal, dengan sebuahi nilal unik fix),
dari- himpusisn kedua, Himpunan' nilai yang diperoleh secara demikian disebut.
dunh hasil (Jelajah) fungxl tersebut (Lihat Gambar 1) :

Definisi ini tidak memberikan pembatasan pada
himpunan-himpunan  deerah asal dan daerah hasil
Daerah asal mungkin terditi dari himpunan orang dalam
kelas kalkulus anda, deerah nilai berupa himpunan angka
{4, B, C, D, F'} yang akan diberikan, dan aturan padan-
an adalah prosedur yang dipakai dosen anda dalam

Deerah Asal Dserah Hasil oo bverikan angka
GAMBAR 1

2 a Dalam kalkulus yang akan lebih bertalian adalah

y | 5 contoh-contoh dengan daerah asal dan daerah hasil di

mana keduanya berupa himpunan bilangan dil. Misalnya,

° ™2 fungsi g mungkin mengambil sebuah bilangan siil x dan

-1 ! sehingga hasilk bilangan

ol Lo TR Datam hal int, Kits mompuayal sebuah rumos

gin = yang memberikan aturan padanan, yaitu g(x) = x*.

Daerah Asal Daerah Hasi Sebuah diagram skematis untuk fungsi ini diperlihat.
GAMBAR 2 kan dalam Gambar 2.

NOTAS! FUNGSI. Untuk memberi nama fungsi dipakai sebuah huruf tunggal seperti f
(atau g atau F). Maka f(x), yang dibaca “f dari x” atau “f pada x”, menunjukkan nilai
yang diberikan oleh f kepada x. Jadi, jika f(x) =x* — 4,
f@)=2"-d4=4
f(=)=(-1)"-4=-5
fl@=a*-4
fla+h)y=(a+h° —4=a+3a’h + 3ah® + k* -
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Pemahaman yang jelas tentang cara menuliskan fungsi adalah hal yang sangat penting dalam
kalkulus. Pelzjarilah contoh-contoh berikut secara seksama. Contohcontoh tersebut akan
memainkan peranan penting dalam bab berikutnya,

CONTOH 1. Untuk flx) = x? — 2x, cari dan sedethanakan: (a) f(4), (b) f(4+ k),
@) +R) — @), (&) [f@+ 1) — f)}/k
Penyelesaian ’
@ f(4)=42-2.4=8
® f@+MN =@+ —24+h)=16+8+h -8 24
=8+ 6k + K’
© f@+h)— f4)=8+6h+h —B=6h+h

@TUEN 1@ 6+ W6+ _
[} T T T

6+h a

CONTOH 2. Untuk g(x)= 1/x, cari dan sederhanakan [g(a + &) — g(h)] /h

Penyelesaian

1 1l a-@+h
ga+h-g@)_a+h a_ (@+tha
h = =

;3 7
A S
@+ha k- @+ ha_ a+ah u

DAERAH ASAL DAN DAERAH HASIL. Aturan padanan merupakan pusat dari suaty
fungsi, tetapi sebuah fungsi belum secara lengkap ditentukan sampai daerah asalnya diberi-
kan. Ingatlah kembali bahwa daerah asal adalah himpunan

Fla=x?+1 elemenelemen pada mana fungsi itv mendapat nilai.
3 > 10 Daerah hasil adalah himpunan nilainilai yang diperoleh
2§ secara demikian. Misalnya, jika F adalah fungsi dengan

1 2 aturan F(x) = x* + | dan jika daerah asal dirinci sebagai
) n;‘ {-1, 0, 1, 2, 3} (Gambar 3), maka daerah hasilnya adaiah

{1,2,5,10}. Daerah asal dan aturan untuk menentukan
daerah hasil tersebut.

Bilamana untuk sebuah fungsi daerah asalnya tidak
dirinci, kita selalu menganggap bahwa daerah asalnya
adalah himpunan bilangan riil yang terbesar sehingga aturan fungsi ada maknanya dan
memberikan nilai bilangan riil. Ini disebut daerah asal mula (demain natural).

Deersh Asal - Daerah hasil
GAMBAR 3

z

CONTOH 3. Cari daerah asal mula (naiusal) untuk: (a) fx) = 1/(x - 3); (b) g(r) =

Penyelesaian
(a) Daerah asal mula untuk f adalah {x € R: x # 3}. Ini dibaca “himpunan x
dalam R (bilangan riil) sedemikian sehingga x tidak sama dengan 3. Kita ke.
cualikan 3 untuk menghindari pembagian oleh 0.
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(b) Di sint kita harus membatasi ¢ sedemikian sehingga 9 — ¢ > 0 dengan tujuan
menghindari nilainilai tak riil untuk \/9 — (2 Ini dicapai dengan mensyaratkan
hahwa || < 3. Sehingga, daerah asal mula adalah {# € R:[¢| < 3}. Dalam cara
penulisan selang, kita depat menulis daerah asal sebagai [—3, 3] n

Bilamana aturan untuk suatu fungsi diberikan oleh sebuah persamaan berbentuk
y = flx) {misalnya, y = x* + 3x - 6), x seringkali disebut variabel bebas dan y variabel
tak bebas. Sebarang elemen dari daerah asal boleh dipilih sebagai nilai dari variabel bebas
x, tetapi pilihan itu secara tuntas menentukan nilai padanan dari variabel tak bebas.
Jadi, nilal ¥ tergantung dari pilihan nilai x.

GRAFIK FUNGSI. Bilamana daerah asal dan daerah hasil sebuah fungsi merupakan bi-
langan riil, kita dapat membayangkan fungsi itu dengan menggambarkan grafiknya pada
suatu bidang koordinat. Dan grafik fungsi f adalah grafik dari persamaan y = f{x).

CONTOH 4. Buatlah sketsa grafik dari: () f&x) =x* —2; (b) g(x)=x’ — 2x;
©)h(x) = 2/(x - 1)

Penyelesaian Kita gunakan daerah asal mula (domain natural). Dalam Kkasus f dan g, ini
berupa himpunan semua bilangan riil R; untuk &, ini adalah semua R kecuali 1.
Dengan mengikuti prosedur yang diuraikan dalam Pasal 1.7 (buat sebuah tabel nilai,
rajeh titik-titik yang berpadanan, hubungkan titik-titik ini dengan sebuah kurva
mulus), Kita peroleh tiga grafik yang diperlihatkan dalam Gambar 4 sampai 6.

y=Axb =2 =2 y=gix)=x3—2x
GAMBAR 4 GAMBAR §

y=hix=

GAMBAR 6
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Perhatikan grafik dari & secara lebih saksama; grafik ini menunjukkan suatu pe-
nyederhanaan belebthan yang kita buat dan sckarang perlu dipesbaiki, Pada waktu meng-
hubungkan titik-titik yang dirajah dengan sebuah kurva mulus, jangan melakukannya secara
mekanis sechingga mengabaikan keistimewaan yang mungkin jelas kelihatan dari rumus fung-
si tersebut. Dalam kasus /(x) = 2/(x — 1) jelas bahwa sesuatu yang dramatis harus terjadi
bilamana x mendekati 1. Nyatanya, nilai-nilai (h(x) membesar tanpa batas (misalnya,
h(0,99) = ~200 dan 4#(1,001) = 2000). Kita telah menunjukkan ini dengan menarik sebuah
garis tegak putus-putus yang disebut asimtot, pada x = 1. Bila x mendekati 1, grafik
semakin mendekati garis ini, walaupun garis ini sendiri bukan merupakan bagian dari
grafik, melainkan lebih merupakan suatu garis petunjuk. Perhatikan bahwa grafik dari 2
juga mempunyai sebuah asimtot mendatar, yakni sumbu x,

Kita mungkin bertanya; Apa daerah nilai untuk masing-masing tiga fungsi ini? Jawab-
nya, yang kita peroleh dengan melihat pada grafik, diberikan dalam tabel.

FUNGSI GENAP DAN GANJIL. Seringkali kita memperkirakan kesimetrian grafik suatu
fungsi dengan memeriksa rumus fungsi tersebut. Jika f{-x) = flx), maka grafik simetri ter-
hadap sumba y. Fungsi yang demikian disebut fungsi genap, barangkali karena fungsi
yang merinci f(x) sebagai jumlah dari pangkat-pangkat genap x adalah genap. Fungsi
fx) = x* — 2 (digrafikkan dalam Gambar 4) adalah genap; demikian juga f{r) =
3x°—7.x‘ +11x? =5, fix) =x? /(1 + x*) dan flx) = (x> —2x)/3x.

Jika f{—x) = —f(x}, grafik simetri terhadap titik asal. Kita sebut fungsi yang demikian
fungsi ganjil. Fungsi yang membesikan f(x} sebagai jumlah dari pangkat-pangkat ganjil x
adalah ganjil. Jadi, g(x) = x® — 2x (digrafikkan dalam Gambar 5) adaiah ganjil. Perhatikan
bahwa

g—x) = (=xP = 2=x) = —x* + 2x = ~(x* = 2x) = —g(x)

Ambillah fungsi ketiga #(x) = 2/(x — 1), yang kita grafikkan dalam Gambar 6, Fungsi
ini tidak genap ataupun ganjil. Untuk melihat ini, amati bahwa A(—x) = 2/(—x — 1), yang
tidak sama dengan h(x) atav pun —h(x). Peshatikan bahwa grafiknya tidak simetri ter-
hadap sumbu x atau pun titik asal (Grafik dari & memang simetri terhadap titik (1,0),
hasil yang berasal dari kenyataan bahwa h(1 +x) = —h(1-x))

CONTOH 5. Apakah f(x) "TW4 genap, ganjil, atau bukan keduanya?

Penyelesaion Karena

=X+ 3(=x) ~ 3
A e ey e =
fadalah fungsi ganjil. n

Untuk fungsi-fungsi genap dan ganjil lainnya, lihat Soal 23 dan 24 pada Pasal 2.2,
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DUA FUNGSI KHUSUS. Di antara fungsi-fungsi yang akan sering digunakan sebagai
contoh terdapat dua yang sangat Khusus: fungsi nilai mutlak | | dan fungsi bilangan
bulat terbesar [ | Fungsi-fungsi ini didefinisikan dengan
x jika x 20
x| = L
—x jikax <0

dan [x] = bilangan bulat terbesar yang iebih kecil atau sama dengan x.

Jadi, 1-3,1 = [3,1] = 3,1, sedangkan [—3,1] = —4 dan [3,1] = 3. Yang pertama adalah
fungsi genap, karena |-x{ = |x|. Apakah | | genap, atau ganjil, atau bukan salah satu-
nya? Kita petlihatkan grafik dua fungsi ini dalam Gambar 7 dan 8.

4
3 —
2 -~
1 om0
I Ll |
% -2 1 123 %
y=ixl —
y=lxi
GAMBAR 7 GAMBAR 8

Kita seringkali akan tertarik pada ciri khas berikut dari fungsi-fungsi ini. Grafik
x| mempunyai sudut tajam pada titik asal, sedangkan grafik [x]} melompat pada tiap
bilangan bulat.

SOAL-SOAL 2.1

1. Untuk f(x) = x* — 1, hitunglah 3. Untuk GO}=1/(y — 1), hitunglah
‘masing-masing nilai. masing-masing nilai.
@ (b) f(=2) (2} G) (b) LflO-l‘)%)
(c) SO ) f(ky () G(1.o1y () GG
@) J(—6) @ £ "
® 10 ) © G- " a(;z)
o (! 4. Untuk ¢() =+/7/(1 + £), hitung-
X lah masing-masing nilai.
IR (@) $(0) ® ¢h)
2 Unmk FG) =3¢ 43, bimngan (580 @ S+
masing-masing nilai. !
(a) F(~6) ) FH) @ (-0 o 4’(?) l
d) F(,/'3
(©) F3.2) [CYRIS) 5. Untak
o) SO0 = x* 430 —6x? 4 2x 4 1
i) F|
© Fm o (X) =4[+ I ~ 6lx + 2§x + 1,

e ¢
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hitunglah masing-masing nilai.

@) f(0,32) (b) f(m}
© 76+
6. Untuk
o) = %' = 5x* 4 2x2 = e + /3
= {[(x? - 5% + 2]x — 7)x + 3,

hitunglah masing-masing nilai.

@) g(- 1,71}
© a3

B 7. Untuk fix) = /%> +9j(x —/3).
hitunglah masing-masing nilai.
@ 1079
© [/
[l 8. ke G() = 143 _ 4\/F hitunglah
‘masing-masing nilai,
(a) G(146) ® G
© G(-1,23)

9. Mana dari yaug berikut menentu-
kan suatu fungsi f dengan rumus y = f(x)7
Untuk yang demikian, cari f(x). Pefunjuk:
Selesaikan untuk y dalam bentuk x, dan
perhatikan bahwa definisi fungsi mensyarat-
kan suatu y tunggal untuk tiap x.
® xy+y+ix=4

(b} g(301)

(b) f(12,26)

@ x>+ =4

© x=p+1 @ =2

y+1

A6, Mana dasi graficgrafik delam
Gambar 9 merupakan grafik dari fungsi-
fungsi dengan rumus berbentuk y = flx)?

)

=D

O]

GAMBAR 9
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Soal ini menyarsnkan suatu sturan: Un-
tuk grafik yang menjadi grafik fungsi
» = flx), setiap garis vertikal harus menya-
tu dengan grafiknya dalam satu titik.

11. Untuk fix) = 2¢? — 1, cari dan
sederhanakan [f(z + h) - f(o}]/h. (Lihat
Contoh 1 dan 2).

12. Untuk F() = 47, cari dan seder-
hanakan {F{a + k) — F(a)}/h.

13. Untuk g@) = 3/(u ~ 2), cari dan
sederhanakan [g& + h) — g0x)]/h

14. Untuk G(z) = #/(¢ + 4), cari dan
sederhanakan {G{a + k) — G(2)} /h.

15, Cari daerah asal mula (domain
natural) untuk masing-masing yang beti-
kut, {Lihat Contoh 3).

(@) Fio) = 22+ 3 (b) gv) = 1/(40 = 1)
© ¥x) = /xT =9 (d) Hy) = ~ /625 ~ *

16. Cari daerah asal mula dalam tiap

Kasus.

@) f(x)

®) 6oy = S+ DT

© ¢y ={u+3 (@ FO=02-4

Dalam Soalsoal 17-32, nyatakanlah apakah
fungsi yang dibetikan genap atau ganjil atau

tidak satu pun, kemudian sketsakan grafik-
nya, (Lihat Contohcontoh 4 dan 5).

1. foy = —4
18, /() = 3x

19, F(x) = 2x + 1

20, F(x) = 3x - /2
2L glxy = 3x* + 2x = 1

5
2=
g0 = X

4. §z) = zz%l
5. f(wy= w1
. h(x) = /xT +4
27, f(x) = [2x}

8. A= |1+ 3]

.
. w0=[1]

30. GCo = [2x — 11
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1 jika t <0
Mog) =4t+1 jike 0<t<2
-1 jikatz2
—x*+4 jikax<1
32 h(x)'{Sx jika x> 1

33, Sebuah pabrik mempunyai kapa-
sitas memproduksi lemari es tiap hari
mulai O sampai 100. Biaya overhead
harian untuk pabrik adalah Rp. 2.200.000
dan biaya langsung (karyawan dan bahan)
Rp. 151.000. Tuliska« +* mus untuk T(x),
biaya total memproduksi x lemari es dalam
satu hari, dan juga biaya satuan u(x) (biaya
rata-rata tiap lemari es). Apakah daerah
asal untuk fungsi-fungsi ini?

[€]. 34. Perusahaan ABC_harus menge-
luarkan biaya 400 + 5\/x(x - 4 rupiah
untuk membuat x buah mainan kompor
yang dijual Rp. 6.000 sebuah.

(a) Cari rumus untuk P(x), keuntungan
total dalam membuat x kompor,
(b) Hitung P(200) dan P(1000).
(¢) Berapa buah kompor harus
oleh ABC agar mencapai titik
(break even)?

[C] 35 Curilah rumus untuk besatan
E(x) pada mana sebuah bilangan x me-
lebihi pangkat tiganya. Gambarkan se-
buah  grafik  yang sangat teliti dari
Etx) untuk 0 < x < 1. Gunakan grafik
tersebut untuk menaksir bilangan positil
yang melebihi pangkat tiganya sebesar
mungkin,

dibuat
impas

36/ Andaikan p menyatakan keliling
sebuah segitiga samasisi. Cari rumus untuk
A), vaitu luas segitiga yang demikien.

37. Agen Persewsan Mobil Honda
membebankan Rp. 24.000 schari untuk
penyewaan sebuah mobil ditambah Rp. 400
tiap km. (a) Tuliskan rumus untuk penge-
Tuaran penyewaan total E(x) untuk sehari
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dengan x adalah jarak yang ditempuh da-
lam km.
(b) Jika anda menyewa mobil selama se-
hari, berapa km dapat anda tempuh untuk
Rp. 120.000?

38. Sebuah- tabung lingkaran tegak
berjarijari r diletakkan di dalam sebuah

bola berjari-jasi 2, Cari rumus untuk
V), yaitu volume tabung dinyatakan
dalam r.

39. Suatu jalur yang panjangnya 1
mil mempunyai sisi-sisi sejajar dan mem-
bentuk setengah lingkaran. Tentukan
Tumus luas yang melingkupi jalur tersebut,
A(d), sebagai fungsi dari garis tengah se-
tengah lingkaran itu. Berapakah daerah
asal alamiah untuk fungsi ini?

40. Diketahui f adalah suatu fungsi
dengan daerah asal N, memenuhi f{1) = 3,
,f(3) = 4, f(4) = 1, A5) = 5, dan
9. Setelah menemukan polanya,
tuliskan aturan (rumus) untuk f(n) dan
tentukan daerah hasilnya.

41. Berapakah Dacrah hasil dari
fungsi / bila f{n) adalah angka ke n pada
deretan desimal 37

42. Manakah dari fungsi-fungsi ber-
ikut yang memenuhi f(x + ¥) =f{x)+»)
untuk setiap x dan y di [©?

(@ fi=2 (b} f(y=1¢*
© fi)=20+1 ) fi) = -3¢

43. Andaikan fix + y) = fix) + fiy)
untuk setiap x dan y dan R. Buktikan
bahwa ada bilangan m sedemikian rupa
sehingga f(t} = m untuk setiap bilangan
rasional & Petunjuk: Pertama-tama tetap-
kan m itu apa, kemudian lanjutkan secara
bertahap mulai dengan f{0) = 0, flp) = mp
untuk 7 di N, f(1/p} = m/p dan seterus-
nya.

2.2 Operasi pada Fungsi

Fungsi bukantah bilangan. Tetapi seperti halnya dua bilangan a dan & dapat ditambah-
kan untuk menghasilkan sebuah bilangan baru @ + b, demikian juga dua fungsi f dan g
dapat ditambahkan uniuk menghasilkan sebuah fungsi baru f + g. Ini baru salah satu
dari beberapa operasi pada fungsi yang akan dijelaskan dalam pasal ini.

JUMLAH, SELISIH, HASILKALI, HASILBAGI, PANGKAT. Pandanglah fungsi-fungsi /

dan g dengan rumus-rumus
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f(x)y= 2] g = x

Kita dapat membuat sebuah fungsi bare f + g dengan cara memberikan pada x nilai !
(x - 3W2+ /% — yakni, i

+x

U+ 90 = f(x) + gx) =

Tentu saja kita harus sedikit hati-hati mengenai
daerah asal. Jelas x { s berupa sebuah bilang:
an pada mana f maupdfi g berlaku, Dengan lain

perkataan, daerah asal f + g adalah irisan (bagi-
Deersh asal # Dacrah ssal g an irisan (bagian bersama) dari daerah asal
£ dan g (Gambear 1).

GAMBAR 1

Fungsi-fungsi f — 2, f. g dan f/g diperkenalkan dengan cara yang analog. Dengan ang-
gapan bahwa f dan ¢ mempunyai daerah asal mula, kita mempunyai yang berikut.

Kita harus mengecualikan O dari dacrah asal f/g untuk menghindari pembagian oleh 0.
Kita juga boleh memangkatkan suatu fungsi. Dengan /™ kita maksudkan fungsi yang
memberikan nilai [ f(x)]" pada x. Jadi

R e e
dan

§0) = [ = (J/x)* = X372

Ada pengecualian pada aturan ini, yaitu n = —1. Simbol /* kita cadangkan untuk keper-
luan lainnya (fungsi invers) yang akan dijelaskan dalam Pasal 7.2. Jadi, f™ bukan ber-
arti 1/f.

CONTOH |, Andaikan F(x) = ¥ ¥ T dan G{x) = /9 = x?, dengan masing-masing daerah
asal natural [—1,) dan [-3,3]. Cari rumus unwuk F + G.F - G,FG,F/G, dan F* dan
berikan daerah asal naturalya.

N
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Penyelesaian

Kalkulus dan Geometri Analitis  Jitid 1

KOMPOSIS] FUNGSI. Sebelumnya, anda diminta untuk membayangkan sebuah fungsi
sebagai sebuah senapan. Sekarang anda diminta memikirkan fungsi f sebagai sebuah mesin.

glfixt]

GAMBAR 2

gix)

figbe)l

Fungsi ini menerima x sebagai masukan,
bekerja pada x, dan menghasilkan fixy
sebagai keluaran. Dua mesin seringkali
dapat diletakkan berdampingan untuk
membuat sebuah mesin yang lebih rumit;
demikian juga halnya dengen dua fungsi f
dan g (Gambar 2). Jika f bekerja pada x
untuk menghasilkan f(x) dan kemudian
g bekerja pada f(x) untuk menghasilkan
g(f(x)), dikatakan bahwa kita telah me-
npusun g dengan f. Fungsi yang dihasilkan,
disebut komposit g dengan f, dinyatakan
olehg o f. Jadi,

Ingat kembali contoh kita yang terdahulu, flx) = (x - 3)/2 dan g(x)= \/;Kita dapat
menyusunnya dalam dua cara,

@ 1Y = oS0 = g(‘—;?) - =8

(f = )% = SN = (/%) =

Jx-3
2

Segera kita pethatikan satu hal: Susunan (komposisi) fungsi tidak komutatif; g © f
dan f o g umumnys berlainan, Anda seharusnya tidik terlalu terkejut dengan ini. Jika
anda membuka buju lslu mandi, maka anda akan memperoleh hasil yang agak berbeda
dibandingkan dengan melakukan dua operasi ini dalam urutan yang berlawanan,

[—1
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Desrah a0t Tidak dalem doerah assl Kita juga harus hatihati dalam meng-
! s* ursiken deerah asal suatu fungsi komposit,
Foo) Deerah asalg o fadalah bagian dari daerah
'f/'—“ asal f (yakni, nilai-nilaix itu) untuk mana g
dapat menerima f(x) sebagai masukan.
Dalam contoh kita, daerah asal g o f adalah
[3, o), karena x haruslebih besar atau sama
e dengan 3 -agar memberikan suatu bilangan
tak negatif (x — 3)/2 untuk dikerjakan oleh
* C .y £ Diagram dalam Gambar 3 membetikan
4 Fix) pandangan lain mengenai hal ini.
Daerah Deecah
anige malg

GAMBAR 3

CONTOH 2. Andaikan f(x) = 6x/(x*— 9) dan g(x)=,/3x. Pertama, cari(f o g¥12);kemu-
dian cari (f o g)(x) dan berikan daerah asalnya. |

Penyelesaian
O 2 91D = fGU2) = F(/T) = (& = 9 = 2

(f 2 )0 = flglx)) = £(/3%)
N N
WP -9 3x-

e

-3

Daerah asal f o g adalah [0, 3) w (3, ). (Ingat kembali bahwa U menyatakan operasi
gabungan pada himpunan). Pethatikan bahwa 3 dikecualikan dari daerah asal untuk

menghindari pembagian oleh 0. [ {
Dalam kalkulus kita akzn senngkah perlu mengambil suatu f\mgl yang diketahui
dan — yai menjadi p komposn
Biasanya ini dapat dilakukan d,alam beberapa cara. stalnya, nmbll p(x) + 4. Kita

dapat memikirkannya sebagai
Px) = g(f(x))  dengan gy =x  dm f)=x?+4
atau sebagaj
X} =g(f(x))  dengan  g(x) = /x+4 dm ) =
CONTOH 3. Tuliskan fungsi p(x)} = (x + 2)° sebagai sebuah fungsi komposit £ £
Penpelesaian. Cara yang paling mudah untuk melakukannya adalsh menuliskan

2(x) = g(f(x)) dengan g(x) = x° dn  f)=x+2 W
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TRANSLASI. Dengan mengamati bagaimana scbuah fungsi dibentuk dari yang lebih
h dapat sangat dalam grafik. Mungkin ada pertanyaan:
Bagaimana grafik-grafik dari

y=fx) y=fx=3) y=f(9+2 y=f(x=-3H+2

berkaitan satu sama lain? Ambillah f(x) = |x| sebagai contoh, Keempat grafik yang ber- B
sangkutan diperagakan dalam Gambar 4.

, ,
V { N
M i
1 1 i
- x‘{‘:za % % 123 x "

y=ixie2 y=lx—3+2
y=Ixl y=Ix 3
GAMBAR 4

Apa yang terjadi dengan f(x) = |x| adalah khas. Perhatikan bahwa keempat grafik
tersebut mempunyai bentuk sama; tiga yang terakhir hanyalah penggeseran (translasi)
dari yang pertama. Dengan mengganti x oleh X — 3 akan menggeser grafik itu 3 satuan ke
kanan; dengan 2 berarti ke atas sebesar 2 satuan.

Gambar 5 memberikan ilustrasi lain dari prinsip ini untuk fungsi f(x) = x> +x*.

2 i
2 2
1 3 !
2% =1
LT T2 %
-2
y=x+x2 pmlx+ I HF T =0 a2 —2 = (xRN -2
Grafik Digaser 1 satuan Digeser 2 satvan Digaser 1 satuan
awal ke kiri ke bawah ke kiri, 2 satuan
ke bawah
GAMBAR §

Prinsip yang sama secara tepat berlaku dalam situasi yang umum. Ini diflustrasikan
dalam Gambar 6.

v ¥ 4 4
\\ /" i\ / L3
> ] T ’ i *
[ _ —fx-
R y=rtd+k y=fx-m+k
Grafik Digeser & satuan Digeser  satuan eyviiving
e atas
awal ke kanan 2 K satuan ke a18%

GAMBAR 6
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Jika h <0, maka penggeserannya ke kiri; jika k <0, penggeserannya ke bawah.

CONTOH 4. Buatlah sketsa grafik g(x) = +/x + 3 + 1 dengan mula-mula menggambarkan
grafik f(x) =/x dan i

Penyelesaian. Grafik dari g (Gambar 8) dapat anda perolch dengan menggeser grafik dari f
(Gambar 7) 3 satuan ke kiri dan 1 satuan ke atas.

23456 78x 234 5x
y =) =3 pmgix) = FFI41
GAMBAR 7 GAMBAR &

v KATALOG SEBAGIAN DARI FUNGSI. Se-
S L buah fungsi berbentuk f(x) =k, dengan &
L konstanta (bilangan riil) disebut fungsi konstan.
Grafiknya berupa sebuah garis mendatar
L (Gambar 9), Pungsi f(x) = x disebut fungsi

identitas. Grafiknya berupa sebuah garis yang

12345 x melalui titik asal dengan ianjakan* 1 (Gambar

10). Dari fungsi-fungsi sederhana ini, kita

dapat membangun banyak fungsi-fungsi kalku-
lus yang penting.

o N w
T

Fungsi kanstan #(x) = 4

GAMBAR 9
Sebarang fungsi yang dapat diperoleh
dari fungsi konstan dan fungsi identitas dengan
memakai operasi penambahan, pengurangan,
dan perkalian disebut fungsi polinom. Ini sama
saja dengan mengatakan bahwa f adalah fungsi
polinom jika berbentuk

SO) =apx" + @, X"+t ax +ap

— N w s

dengan koefisien-koefisien @ berupa bilangan,
riil dan » adalah bilangan bulat tak negatif.
723465 x Jika an # 0, maka » adalah derajat dari fungsi
polinom. Khususnya, f(x) = ax + b adalah
Fungsi identitas £{x) = x fungsi derajat satu, atau fungsi linear, dan
J(x) = ax® + bx + ¢ adalah fungsi derajat

GAMBAR 10 dua, atau fungsi kuadrat,

Hasilbagi fungsi-fungsi polinom disebut fungsi rasional. Jadi f adalah fungsi rasional
jika berbentuk

*)Di ini kemiringan menerjemahkan pengertian “slope™; para penulis laln ada yang menggunskan
“tanjakan”, "lereng™.
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+ a,x + ag

by X™ + b

X" b ot byx + by

Sebuah fungsi aljabar eksplisit adalah fungsi yang dapat diperoleh dari fungsi kons-
tan dan fungsi identitas melalui lima operasi penambahan, pengurangan, perkalian, pem-

bagian, dan penarikan akat. Contohnya adalah

SO0 = 3% = 342

Fungsi-fungsi ymg

_ x +
y(x)_x’+\’/_ 1

i, invers

merupakan bahan baku untuk knlkulus

SOAL-SOAL 2.2

jauh, b dengan fungsi-)
dan logaritma (akan diperkenalkan nan(l)

1. Untuk f(x) = x/{x — 1) dan g(x} =

/1 + x2, carilah tiap nilai (jika mungkin).
@ + 9@ ®) (f )0
© 6//)3) @ (f °0)©®
© (/B ® @ NO

2. Untuk f(x) = x* + x dan g(x) =
2/(x + 3), carilah tiap nilainya.

@ (f -2y
© g*3)
© @ N

) (S/a)1)
@) (/= g)1)
0 @903

3. Jika f()=x%+2 dan g(x) =
2/(x — 1), cari rumus untuk masing-masing
berikut dan nyatakan daerah asalnya. (Lihat
Contoh 1 dan 2)

@) (f +g)x,
©) (fog)x)

) (g/)(x)
@) (g Hx)

4. Jika f(x)=/x—1 dan g(x) =
2/x, cari rumus-Tumus untuk yang berikut
dan nyatakan daerah asalnya.
@ (-9 (®) £4x) + g*x)
©) (fogXx) @@ (g fXx)

5. Jika f(x) = /x — 4 dang(x) = |x},
cati ramusrumus untuk (fog)(x) dan

@ ).

6. Jika g(x) = x* + 1, cari rumus un-
tuk g(x} din (gogog)(x).

€ 7. Hitung f(3, 12) jika flx) =

()

1+x*

8. Hitung £(2, 03) jike g(x) =
W -
1—-x+x?
B 5 Hitung /F(346) + 4046) jika
Sy =1/x.
€] 10. Hitung  [g*(n) — g(m)}'" jika
9x) = 6x — 11.
11. Cati f dan g sedemikian sehingga
F = g f.(Lihat Contoh 3).
@ FO) =/x+7 () Flx) = (x1 + x)!3
12. Cari f dan g sedemikian schingga
p=/f-g
2
(@) plx) = it
() px) = log(x® + 3x)
13. Tuliskan p(x) = log/x* + ! se-

bagai suatu komposit dari tiga fungsi delam
dua cara yang berbeda.

14. Tuliskan px) = log\/x* +1 se-
bagai suatu komposit dari empat fungsi,
15 Sketsskan prafik dari f(x) =

x — 2 — 3 dengan pertama-tama men-
sketsskan g(x)=/x. (lihat Contoh 4).
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16. Sketsakan grafik dari g(x) =
|x+3| — 4 dengan pertama-tama men-
sketsekan  h(x) = |x] dan kemudian de-
ngan menggeserkan.

17. Sketsakan grafik dari f(x) =
(x ~ 2)2 — 4 dengan memanfaatkan peng-
geseran.

18, Sketsakan grafik dan g(x) =
(x + 1)* — 3 dengan memanfaatkan peng-
geseran.

19. Sketsakan grafik dari f(x) =
(x — 3)/2 dan g{x)=+/x memakai sistem
koordinat sama. Kemudian sketsakan f + g
dengan penambahan ordinat.

20. Ikuti petunjuk dari Soal 19 untuk
J(x} = x dan glx) = |x].

21. Sketsakan grafik dari
leif.

22. Sketsakan grafik dani  G(t) =
t~ [

23. Nyatakan apakah masing-masing
yang berikut berupa suatu fungsi ganiil,
suatu fungsi gonap, atau tidak satu pun.
Buktikan pernyataan anda.

{a) Jumilah dua fungsi genap.

(b) Jumlah dua fungsi ganiil.

(c) Hasilkali dua fungsi genap.

{d) Hasilkali dua fungsi ganjil.

(¢) Hasilkali scbuah fungsi genap dengan
sebuah fungsi ganjil.

F@) =

24. Andaikan F fungsi sebarang yang
daerah asalnya memuat —x bilamana fa
memuat x. Buktikan masing-masing yang
berikut.

(@) F(x) - F(-x) menentukan suatu
fungsi ganjil.
(®) FG) + F(-x)  menentukan svatu
fungsi genap.

(c) F selalu dapat dinyatakan sebagai
jumlah suatu fungsi ganjil dan genap.

25. Klasifikasikan masing-masing yang
berikut sebagai suatu FP (fungsi polinom),
FR (fungsi rasional tetapi bukan suatu
fungsi (polinom), atau FA (fungsi aljabar
eksplisit tetapi bukan FP ataupun FR)

@ fx) =3 +1" B f=3"
©@ ) =3x* +2¢7" (@d) f(x) = mx’ = 3n

1 x+1 .t

©) f(x)=

i 0 fi) =

&

'
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26. Ikuti petunjuk dari Soal 25 untuk
tiap fungsi.
@ g)=1-3x+x21"
(®) g00) = (1 + 5x)7*
© gl =1+ 572
e =x"?+2x7" +3
(© gy =x+/x

1 \2
@) gx) = (m)

27. Hubungan antara biaya satuan
P (dalam rupiah) untuk suatu barang ter-
tentu dengan permintaan D (dalam ribuan
unit) ternyata memenuhi

P=/2%-3D+D

Di lain pihak, permuntaan telah meningkat
sclama ¢ tahun sejak 1970 menurut
D=2+

(a) Nyatakan P scbagai suatu fungsi ¢

(b} Hitung P bilamana 1= 15,

28 Setelah berkecimpung dalam bis-
nis selama x tahun, seorang pengusaha
traktor membuat 100 + x + 2x* buah tiap
tahun. Harga penjualan (dalam ribuan
rupiah) tiap buahnya telah meningkat
sesuai dengan rumus P = 500 + 6x. Tulis
kan rumus untuk pendapatan tahunan
pengusaha tersebut R(x) setelah x tahun.

29, Dimulai pada tengah hari, pesawat
A terbang ke arah barat dengan kecepatan
400 mil/jam. Satu jam kemudian, pesawat
B terbang ke arah timur dengan kecepatan
300 milfjam. Dengan mengabaikan ke~
lengkungan bumi dan dengan menganggap
kedua pesawat terbang pada ketinggian
sama, cari rumus untuk D(f), jarak antara
dua pesawat tersebut f jam setelah tengah
hari. Petunjuk: Akan terdapat dua rumus
untuk D(s), satu jika 0 < ¢ < 1, yang lain-
nya jika £> 1.

[€] 30. Cari jarak antara pesawat-pesawat
dari Soal 29 pada puku} 14.30.
31. Andaikan f(x) = . Bukti-

kan bahwa f{f{x)) = x denznn a’ +be#0
dan x #afc.
32. Andaikan fix) = . Buktikan

bahwa fIAAx) = x, dengan x # ESH
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33. Andsikan f(r) = = . Tentukan
dan sederhanakan tiap harga.
(@) fx)  (b) A=) () AURxN

34. Andaikan f,(x) = x, fo(x) = 1/x,
f3(x) = 1-x, fa(x) = I(1-x), fs(x) =
(x—1)/x, dan fe(x) = x/(x—1). Perhatikan
bahwa f3(falx)) = f[L[(1-x) =
1-1/(1-x) = x{(x-1) = fe(x), yaitu,
f3 © fa = fs. Sebenarnya, komposisi dari
setiap dua fungsi ini adalah fungsi lainnya
seperti dalam daftar. Isilah tabel kompo-
sisi pada Gambar 11.

GAMBAR 11

2.3 Fungsi Trigonometri

v 8
g
2
[]
dekatan
= hoo _ gkt _ hdo
sing = w5 cosf = oo 08 = g

GAMBAR 1

Lingkaran satuan

GAMBAR 2

Kita anggap pembaca telah belajar
trigonometri dan akrab dengan definisi-
definisi fungsi trigonometri berdasar sudut-
sudut dan segitiga siku-siku, Kita ingatkan
pembaca tiga dari definisi-definisi ini dalam
Gambar 1. Jangan lupakan mereka. Tetapi
di sini kita lebih tertarik kepada fungsi tri-
gonometri yang berdasar pada lingkaran
satuan, Bilamana ditinjau dalam cara ini,
daerah asalnya berupa himpunan bilangan
il bukannya himpunan sudut-sudut.

Andaikan C adalah lingkaran satuan —
yaitu, lingkaran x* + y* = 1 berpusat di
titik asal dengan radius 1 (Gambar 2).
Nyatakan titik (1,0) oleh 4 dan andaikan
¢ sebarang bilangan positif. Maka terdapat
tepat satu titik P(x, y) pada C sedemikian
sehingga panjang busur AP, yang diukur
menurut arah berlewanan dengan putaran
Jarum jam dari A sepanjang lingkaran satu-
an adalah ¢. Keliling C adalah 2, sehingga
jika £ > 2m, diperlukan lebih dari satu
putaran lengkap dari lingkaran satuan
untuk menelusuri busur AP. Jike £ =
0,P=4,

Demikian juga jika £ < 0, maka Anda
akan memperoleh persis satu titik P(x, y)

pada lingkaran satuan itu, sehingga dengan demikian bila Anda mengukurnya searaht putar-
anjarum jam pada C, maka panjang busur APadalah £, Jadi, dengan sebarang bilangan ril ¢,
kita dapat menyesuaikannya dengan sebuah titik unik P(x, y). Ini memungkinkan kita
membuat definisi kunci dari sinus (sin) dan kosinus (cos).
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SIFAT-SIFAT DASAR SINUS DAN KOSINUS. Beberapa kenyataan segera jelas kelihatan
dari definisi yang baru saja diberikan. Pertama, x dan y bervariasi antara —1 dan 1, sehingga

Karena  dan ¢ + 27 menentukan titik P(x, ) yang sama,

GAMBAR 3

Dikatakan bahwa sinus dan kosinus perio-
dik dengan periode 27. Secara lebih umum,
suatu fungsi f dikatakan periodik jika ter-
dapat suatu bilangan positif p scdemikian
sehingga f(r + p) = f(t) untuk semua ¢
dalam daerah asal f. Dan bilangan p terkecil
yang memenuhi disebut periode /.

Titik-titik 7 yang berpadanan dengan
t dan —t simetri terhadap sumbu x
(Gambar 3), sehingga koordinat x-nya sama
dan koordinat y-nya hanya berbeda tanda,
Akibatnya,

Dalam perkataan lain, sinus adalah fungsi
ganjil sedangkan kosinus adalah fungsi
genap.

Titik-titik P yang bcrpadanan dengan
¢ dan nf2 — ¢ simetri terhadap garis y = x
(Gambar 4), sehingga koordinat-koordinat-
nya saling bertukar. Ini berarti bahwa
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Akhimya, kita sebutkan sebuah ke-
samaan penting yang menghubungkan
fungsi-fungsi sinus dan kosinus.

K ini muncul dari bah-
wa y? +x?=1 padalingkaran satuan.

GAMBAR 5

GRAFIK SINUS DAN KOSINUS. Untuk menggambarkan grafik y = sin 7 dan y = cos ¢,
kita ikuti prosedur baku kita (buat tabel nilai, rajah titik-titik yang berpadanan, dan hu.
bungkan titik-titik ini deigan lengkungan mulus). Tetapi bagaimana kita membuat sebuah
tabel nilei? Untunglah orang lain telah mengerjakannya untuk kita. Tabel untuk sinus dan
kosinus telah tersedia. Salah satu tabel yang demikian adalah Tabel II dari Apendiks;
tabel ringkas untuk bilangan khusus diperlihatkan dalam Gambar 5. Dengan bantuan tabel-
tabel ini atau dari komputasi memakai kalkulator (dalam mode radian, kita dapat meng-
gambarkan grafik dalam Gambar 6.

GAMBAR 6

Bahkan dengan pengsmatan sekilas saja seseorang dapat melihat empat hal tentang grafik-
grafik ini:
1. Sin # dan cos { keduanya berkisar dari —1 sampai 1.
2. Kedua grafik berulang dengan senditinya pada selang yang berdampingan se-
panjang 27,
3. Grafik y = sin ¢ simetri terhadap titik asal dan y = cos ¢ terhadap sumbu y,
4. Grafik y = sin ¢ sama seperti y = cos I, tetapi digeser 7/2 satuan ke kanan.

Tidak ada yang di sind. Ini tafsiran secara grafik dari empat
rumus dalam kotak yang pertama dari alinea sebelumnya.

EMPAT FUNGSI TRIGONOMETRI LAINNYA. Kita dapat lewat cukup dengan sinus
dan kosinus saja, tetapi penting juga untuk memperkenalkan empat fungsi trigonometri
tambahan: tangen, kotangen, sekan, dan kosekan.

.
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Apa-apa yang diketahui tentang sinus dan kosinus secara otomatis akan memberikan kita
pengetahuan tentang empat fungsi baru ini.

CONTOH 1. Buktikan bahwa tangen adalah fungsi ganjil.

Penyelesaian
sin(—1) _ —sin t N

cos(—

tan(—~t) =

) cos t

CONTOH 2. Periksa kebenaran kesamaan-kesamaan berikut.

Penyelesaion
2 sin?t  cos? ¢ + sin®t 1 2
l+tan’t=14—F =—F —=—a—=56C"¢
cos? ¢ cos? t cos?t
cos?t _sin*t +cos’t

1+cotPt=1+— -
sin®t sin? (

Berikut ini digambarkan grafik fungs! tangen (Gambar 7), Di sini kita dihadapkan pada
dua kejutan kecil.

Pertama, kita pethatikan bahwa terdapat asimtot-asimtot tegak (vertikal) pada —37/2,
_ /2, 12, 3n/2, dan seterusnya. Kita seharusnya sudah menduga hal ini, karena pada
nilai-nilai ¢ ini cos 7 = 0, yang berarti bahwa (sin r)/(cos 1) menyangkut suatu pembagian
oleh nol. Kedua, kelihatan bahwa-tangen adalah periode (yang kita perkirakan) tetapi

y=tant
GAMBAR 7

= —tant n

fcd
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dengan periode (yang mungkin tidak kita duga). Anda akan melihat alasan analitis untuk
ini dalam Soal 19.

HUBUNGAN DENGAN TRIGONOMETRI SUDUT. Sudut biasanya diukur dalam
derajat atau dalam radian. Sudut yang berpadanan terhadap satu putaran penuh berukuran
360°, tetapi hanya 2r radian. Demikian pula, sudut lurus berukuran 180" atau n radian,
kenyataan yang bermanfaat untuk diingat

Ini menuju pada konversi biasa yang diperlihatkan dalam Gambar 8 dan kepada fakta-fakta
berikut.

11adian~ 57,29578° 1° ~0,0174533 radian

Pembagian suatu putaran menjadi 360 bagian dilakukan demikian saja (menurut
bangsa Babylon kuno, yang menyenangi kelipatan 60). Pembagian ke dalam 27 bagian ada-
lah lebih mendasar dan berlatar belakang pada pemakaian ukuran radian yang umum dalam
kalkulus, Khususnya, perhatikan bahwa panjang busur s dar potongan busur sebuah
lingkaran radius 7 dengan sudut pusat ¢ radian memenuhi (lihat Gambar 9)

Yakai,

Bilamana 7 = 1, ini memberikan s = ¢ Dengan kalimat, penjang busur pada potongan ling
karan satuan dengan sudut pusat t radian adalah ¢. Ini benar walaupun jika ¢ negatif, asal-
kan kita menafsirkan panjang adalah negatif bilamana diukur dalam arah putaran jarum
jam.

QA

s=rt

GAMBAR 8 GAMBAR 9

CONTOH 3. Cari jarak yang ditempuh oleh sebuah sepeda dengan roda yang mempunyai
radius 30 sentimeter bila roda itu berputar sampai 100 putaran.



Y - )

Bab 2 Fungsi dan Limit

Penyelesaion.  Kita pakai rumus dalam
kotak, dengan mengenali bahwa 100
putaran berpadanan dengan 100.(27)
tadian.

5 = (30)(100)(2n) = 60007
~ 18849,6 sentimeter

Sekarang kita dapat membuat hu-
bungan antara trigonometri sudut dan.
trigonometri lingkaran satuan. Jika 6 ada-
lah sudut yang berukuran f radian (Gam-
bar 10), maka

Dalam kalkulus, bilamana kita menemui
sebuah sudut yang diukur dalam derajat,
kita hampir selalu mengubahnya ke dalam
radian sebelum melakukan perhitungan,
Misalnya,

sin 31,6° = sin (31,6 L radian ) =~ sin(0,552}

180

67

RV

sinf=sint=y
cosd =cost=x

‘GAMBAR 10

CONTOH 4, Cari cos 51,8°

Penyelesaian. Prosedur yang paling sederhana adalah menekan tombol yang tepat pada
kalkulator. Tetapi jika ingin memakai Tabel II dari Apendiks, pertama kita ubah

51,8° ke radian,

o = LAY i
51,8 51.8(180) ~ 0,904 radian
Jadi,
cos(51,8%) = cos(0,904) ~ 0,6184 a
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RINGKASAN KESAMAAN KESAMAAN PENTING Klta tidak akan menghabiskan ha-
laman untuk semua k i. Kita cukup menegas-
kan k dan bahwa kebany dari ini akan diperlu-
kan di suatu tempat dalam buku ini.
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SOAL-SOAL 2.3

69

I. Konvefsikan yang berikut ke
radian (gunakan 7 dalam jawaban anda).

@ 2100 Wlakl F

(b) —60°
© -135° g0 @) 540°
) o0 0 20
@® 18 o 25

@) 6°

2. Konversikan ukuran radian ber-
ikut menjadi derajat.

@ BWle 57,3 o T

© 8x @ 5;'5
In ~1ln

© 5 ® =5
L T

® 53 wZ

L

®

€ 3. Konversikan yang berikut menjadi
radian (1° = 7/180 radian).

(a) 333° (b) 471,5%
©) -391,4° @) 14.9°
(e) 4,02° n -1,52°

4. Konversikan ukuran radianberikut
menjadi derajat (1 radian= 180/n derajat).

(a) 1,51 {b) -3,1416
(c) 2,31 (d) 34,25
(e} -0,002

B 5. Hitunglah (yakinkan bahwa kalku-
lator anda dalam mode radian).

(a) sin(0,452)  (b) cos (0,452)
(© tan (0,452) () sin (~0,361)
(e) cos (-0,361) () tan (-0,361)

6. Gunakan Tabel Il dari Apendiks
untek mencart tiap nilai,

(a) sin (1,23}
(c) tan (1,55)
(e) cos (-0,63)

(b} cos (0,63)
(d) sin(-1,23)

& 7. Hitung
234,1 sin(1,56)
®) “os0.39)

(b) sin®(2,51) +/cos(0,51)

[€] 8. Hitung

56,3 tan 34.2°
@ THmse

sin 35° 3
®) ( sin26° + cos ze")

9. Hitung tanpa memakai kalkulator,

() tan (:)
3 w

© m(T) @ csc(i)

© col(;) ) mn(- ;)

10. Hitung tanpa memakai kalkulator.

(@ xan(’;) ® sec(’]')
© cox(:) @ csc(;)
© xan(—- 2) 5] cns(— ':)

11, Periksa kebenatan kesamaan ber-
ikut (lihat Contoh 2).

(b) sec(x)

(@ (1 + sin 3 — sin ) =
sec? z

(b) (sect — 1sect + 1) = tan’ 1
{c) secr — sinftan s = cos ¢

sectr — 1

@ =sin1

sec

(e) cost(tan v + cotf) =esct




70

12. Periksa bahiwa yang berikut ini
adalah kesamaan,

sinu  cosu

(a)

escu . secu
() (1 —cos? )t + cot? x) =1

() sin tese t - sin 1) = cos? ¢

13. Sketsakan grafik-grafik yang ber-
ikut pada [—=, 27]

(@) ¥ =sect (b) y = 3sint

(d)y y= sm(l - 1:;)

14. Sketsakan grafik-grafik yang ber-
ikut pada [-m,'2n]

© y=sin2t

(@) ¥ =csct (b) y = 2cost

@ y= cos(l + §>

15. Cari kuadran tempat akan ter-
letaknya titik P(x, ») untuk tiap ¢ di ba-
wah, dan dengan demikian tentukan
tanda dari cos t. Pefunjuk: Lihat definisi
lingkaran satuan untuk cos £

(@) 1=5397 () £=9,34

(©) 1= 16,1

(©) ¥ = cos 3t

16. Tkuti petunjuk Soal 15 untuk me-
nentukan tanda dari tan ¢,

(@) t=434 (b) t=-15

©) =219

17. Yang mana dari antara yang ber-
ikut adalah fungsi ganjil? Fungsi genap?
Tidak satah satu?

() sect () esct

(©) rsint () xcos x

(@) sin? x (@) sinx + cos x
18 Cari  kesamaan-kesamaan yang

analog: terhadap kesamaan penambahan
untuk tiap pernyataan.
(a) sin(x — y} (b) cos(x ~ y)

() tan(x — )

19. Gunakan kesamaan penambahan
untuk tangen guna membuktikan bahwa
tan(r + 7) = tan ¢ untuk semua ¢ dalam
daerah asal dari tan 1,
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20. Buktikan bahwa cos(x — @) =
— ¢os x untuk semua x.

21. Cari panjang busur sebuah ling-
karan radius 2,5 sentimeter yang dipotong
oleh tiap sudut pusat (lihat Contoh 3).
(a) 6radian (b) 225°

22. Seberapa jauh scbuah roda radius
2 kaki menggelinding sepanjang permuka-
an tanah dalam membuat 150 putaran?
(Lihat Contoh 3).

@ 23. Andaikan sebuah ban pada sebuah
mobil mempunyai garis tengsh luar 2,5
kaki. Berapa putaran tiap menit yang di-
buat oleh ban bilamana mobil meluncur
pada kecepatan 60 mil/jam?

24. Sebush tali kipas melingkari dua
roda, seperti diperlihatkan dalam Gam-
bar 1. Berapa banyak putaran yang di-
lakukan tiap detik oleh roda yang kecil
bilamana roda yang besar membuat 21
putaran tiap detik?

GAMBAR 11

25. Sekarung jagung 50 kg ditarik se-
panjang lantai oleh seorang yang lengan-
nya membuat sudut f radian dengan lantai.
Gaya F (dalam kg) yang diperlukan di-
berikan oleh

S0
psint + cost

F(r)

Di sini  adalah konstanta yang berhubung-
an demgan gesekan yang terjadi. Cari F'
dalam tiap kasus.

@i=% ) =0
B (© =1 (&) Sudutadalah90.

26. Sudut inklinasi « dari scbuah ga-
1is adalah sudut positif terkecil dari sum-
bu-x positif ke garis tersebut (@ = 0 untuk
sebuah garis mendatar). Buktikan bahwa
kemiringan m dari garissama dengan tan .
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27, Carilah sudut inklinasi dari garis-
garis berikut (lihat Soal 26).

@y=3x-17 ) 3x+3y=6

28. Andaikan I, dan I, adalah dua
garis tidak tegak masing-masing dengan
kemiringan m; dan m;. Jika 6 adalah su-
dut dari I, ke I, bukan sudut siku-siku,
maka

tang =2 "
T+ mym,
Buktikan ini dengan memakai fakta bahwa
8=0, — 0, dalam Gambar 12.

@ 29. Carilah sudut (dalam radian) dari
gatis pertama ke garis kedua (lihat Soal
28).

@ y=2x, y=3

v ]

GAMBAR 12

30, Turunkan rumus A = % un-
tuk luas sektor lingkaran. Di sini r adalah
radius dan 8 adalah sudut pusat dalam
ukuran radian (lihat Gambar 13).

GAMBAR 13

71

31. Cari tuas sektor lingksran dengan
radius 5 sentimeter dan sudut pusat 2
radian (likat Gambar 30).

32. Andaikan ruji sebuah roda dengan
radius 2 Kaki berpytar 10 kali dalam satu
detik. Cari luas yang diliput oleh ruji se-
lama ;- detik; selama 3 detik,

33. Suatu piringan hitam dengan
33} rpm memiliki galur berbentuk spiral
yang dimulai 6 inci dari pusatnya dan ber-
akhir 3 inci dari pusatnya. Apabiia piring-
an hitam itu dapat main datam 18 menit,
berapakah kira-kira panjang gelur ter-
sebut?

34. Sebush poligon Regular n sisi
dimasukkan dalam lingkaran dengan
radius 7. Carilah rumus untuk parameter
P, dan luas dari poligon tersebut dalam
suku 1 dan 7.

35. Scbuah segitiga samakaki ditu-
tup oleh setengah lingkaran seperti tam-
pak dalam Gambar 14, Tentukaniah suatu
rumus Iuas A untuk seluruh gambar seba-
gai fungsi dari sisi 7 dan sudut puncak ¢
(radian).

~

V

‘GAMBAR 14

36. Dari suatu' perkalian identitas,
kita peroleh
cos ; cos j = 4{cos $x + cos 1x]
Tentukan rumus yang sesuai untuk
cos X cos ¥ cos ¥ cos =
2 cos Y cos = cos =
FRaS Rt BT

Apskah  Anda
umumnya?

menemukan  beatuk




S B

7 Katkulus dan Geometri Andlitis Jilid 1

2.4 Pendahuluan Limit
Topik yang dibahas sedemikian jauh merupakan bagian darj apa yang disebut prakalkulus.
Topik ini menyediakan dasar-dasar untuk kalkulus, tetapi ini bukan kalkulus. Sekarang
kita sizgp untuk suatu gagasan baru yang pemmg, yaitu pengertun limit. Gagasan inilah
yang kan kalkulus dari cabang- lainnya. Memang, kita dapat
mendefinisikan kalkulus sebagai pengkafian mmmg limit.

Tentu saja, perkataan limir dipergunakan dalam bahasa sehari-hari seperti misalnya
seseorang berkata, “Saya mendekati batas kesabaran saya.” Pemakaijan yang demikian
mempunyai hubungan dengan kalkulus, tetapi tidak banyak.

PEMAHAMAN SECARA INTUISI. Pandang fungsi yang ditentukan oleh rumus

1
1

x? -
f&y ==

Pethatikan bahwa fungsi tersebut tidak terdefinisikan pada x = 1 karena di titik ini f(x)
berbentuk 2, yang tanpa arti. Tetapi kita masih dapat menanyakan apa yang terjadi
pada f{x) bilamana x mendekati 1. Secara lebih tepat, apakah f(x) mendekati beberapa
bilangan tertentu bilamana x mendekati 17 Untuk sampai pada pertanyaan ini, kita telah
melakukan tiga hal. Kita telah menghitung beberapa nilai f(x) untuk x dekat 1,kita telah
menunjukkan nitai-nilai ini dalam sebuah diagram skematis, dan kita telah mensketsakan
grafik y = f(x) (Gambar 1),

3813

[E-
3,310 -
/ 3
{3030
— 3,003
Q_ 2,997
W b
\ 210
1

2213

x
<

Oiagram Qrafik dari y = flx) =
skematis

GAMBAR 1
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Semua informasi yang telah kita rakit keli juk ke kesi yang
sama: f(x) mendekati 3 bilamana x mendekati 1. Dalam lambang matematis, kita tulis-
kan

x~1

lim =3
1 X — 1
Ini dibaca "limit dari (x> —1)/(x — 1) untuk x mendekati 1 adalah 3.7
Dengan menjadi seorang ahli aljabar yang baik (jadi mengetahui bagaimana meng-
uraikan selisih pangkat tiga), kita dapat menyediakan fakta-fakta yang lebih banyak dan
lebih baik.
X3~ (xfl)(x1+x+l)

im — j
i Wl

=lmix* +x+ ) =1"+1+1=3.

x=1

Perhatikan bahwa (¥ — 1)/(x — 1) = | selama x # 1. Ini membenarkan langkah yang ke-
dua.

Agar yakin bahwa kita berada pada jalur yang benar, kita perlu mempunyai penger-
tian yang jelas tentang arti perkataan limit. Berikut percobaan kita yang pertama pada
sebuah definisi,

Perhatikan bahwa kita tidak mensyaratkan sesuatu agar tepat benar di ¢ Fungsi f
bahkan tidak perlu terdefinisi di ¢, juga tidak dalam contoh f(x)}= (x* — 1)/(x — 1) yang
baru saja ditinjau. Pemikiran tentang limit dihubungkan dengan perilaku suatu fungsi
dekat ¢, bukannya di c.

Pembaca yang kritis pasti menentang penggunaan perkataan dekaf. Apa sebenarnya
makna dekat? Seberapa dekat adalah dekat? Untuk jawab-jawab yang persis, beberapa
contoh lebih lanjut akan membantu memperjelas pemikiran tersebut.

LEBIM BANYAK CONTOH-CONTOH, Contoh pertama kita kelihatannya remeh, tetapi
penting,

CONTOH 1. Carilim (4x — 5)
x=3

Penyelesaian. “Bilamana x dekat 3; maka 4x — 5 dekat terhadap 4 - 3 — 5= 7. Kita tulis-
kan

lim@x -5 =7
x3 ) ]

3
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CONTOH 2. Cari lim
53

Penyelesaian. Perhatikan bahwa (x® — X — 6)/(x — 3) tidak terdefinisi di x = 3, tetapi itu
tidak apa. Untuk mendapatkan gagasan tentang apa yang terjadi bilamana x mendekati
3, kita dapat memakai kalkulator untuk menghitung ungkapan yang diberikan, misal-
nya di 3,1;3,01; 3,001, dan seterusnya. Tetapi adalah jauh lebih baik memakai aljabar
sedikit untuk menyederhanakan persoalan.

_ lim (x—3x+2)
x-3

x-3

=lim(x+2)=3+2=5

x3
Dengan mencoret x — 3 dalam langkeh kedua adalah sahih karena definisi limit itu
akan mengabaikan perilakunya di sebelah kiri x = 3. Jadi, kita tidak membaginya de-
ngan 0, [ |

CONTOH 3. Carilim
zt

Penyelesaian.
lim =1imL‘1M In(/3+ D= T+ 122
x=1/Xx =1 ‘x=1 x -1

CONTOH 4, Car lim sinx
x

Penyelesalan, Kita tidak menemukan muslihat yang akan menyederhanakan tugas itu se-
cara aljabar, tentu saja kita tidak dapat
mencoret x. Kalkulator akan menolong
kita memperoleh bayangan tentang nilai
itu. Gunakanlah kalkulator anda sendiri
{mode radian) untuk memeriksa nilai-nilai
dalam tabel darl Gambar 2. Kesimpulan
kita—walsupun kita akui tidak cukup
kuat—adalah bahwa

tim sinx _ =1

0 X
Kita akan memberikan suatu demonstrasi
yang cermat dalam Pasal 3.4, ™

GAMBAR 2

BEBERAPA TANDA PERINGATAN Ternyata keadaannya tidak semudah apa yang ke-
lihatan. Kalkulator mungkin mefigecohkan kita, demikian juga dengan intuisi kita. Contoh-
contoh berikut mengetengahkan beberapa jebakan yang mungkin.

CONTOH S (Kalkulator anda mungkin membodobi ands), Cari lim|:x2 - IC(;’;;)]
o X
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‘GAMBAR 3

lim[x’ -
x=o|

<0s X
10.000

GAMBAR 4

75

Penyelesaian. Dengan mengikuti prosedur
yang digunakan sebelumnya, kita
susun tabel nilai yang diperlihatkan
dalam Gambar 3. Kesimpulan yang
disarankannya adalsh bahwa limit
yang diinginkan adalsh 0. Tetapi
itu salsh. Jika kita ingat kembali
grafik ¥ = cos x, kita sadari bahwa
cos x mendekati 1 untuk x mendekati
0, Jadi,

CONTOH 6. (Tidak ada limit pada suatu

lompatan). Cari lim [x]
22

Penyelesaian, Ingat kembali bahwa [x]
menyatakan bilangan bulat terbesar
dalam x (lihat Pasal 2.1). Grafik y =
[x] diperihatkan dalam Gambar 4.
Untuk semua bilangan x yang lebih
Kecil dari 2 tetapi dekat 2, [x] = 1,
tetapi untuk semua bilangan x yang
lebih besar dari 2, [x] = 2. Apakah
Ix] dekat pada suatu bilangan L
bilamana x dekat 2? Tidak. Betapa-
pun bilangan yang kita usulkan untuk

L, akan terdapat nilai-nitai x yang sebarang dekat ke 2 pada satu pihak atau pihak lainnya,
dengan [x] berbeda dari L sebesar paling sedikit ¥ .  Kesimpulan kita adalah bahwa
lim [x] tidak ada, Jika anda memeriksa kembali, anda akan melihat bahwa kita tidak
~2

Tmenuntut bahwa setiap limit yang dapat kita tuliskan harus ada. a

CONTOH 7. (Terlalu banyak goyangan). Cari lim‘j sin (1/x)

. i Contoh ini

paling rumit yang ditanyakan

p
tentang limit, Karena kita tidak ingin membuat cerita yang terlalu besar untuknya,
anda diminta melakukan dua hal. Pertama, ambil sebarisan nilai-nilai x yang men-
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dekati 0. Gunakan katkulator anda untuk
menghitung sin{l/x) pada semva nilai x
ini. Terkecuali anda menemukan beberapa
pilihan beruntung, maka nilai-nilai anda
akan berayun sccara liar,

Kedua, cobalah menggambarkan grafik
= sin(1/x). Tak seorang pun akan pernah
melakukan ini dengan sangat baik, tetapi
tabel nilai dalam Gambar 5 memberikan
kita suatu petunjuk yang baik tentang apa
yang terjadi. Di sekitar titik asal, grafik ber-
goyang ke atas dan ke bawsh di antara —1
dan 1 banyak kali secara tak terhingga
{Gambar 6). Jelas sin(1/x) tidak berada
dekat suatu bilangan unik L bilamana

x dekat 0. Kita simpulkan bahwa km
sin{1/x) tidak ada. ";’

GAMBAR 6

1
Fre
x

r-snll)

LIMIT-LIMIT SEPIHAK. Bilamana suatu fungsi mempunyai lompatan (seperti halnya
{x] pada setiap bilangan bulat, dalam Contoh 6), maka limit tidak ada pada setiap titik
lompatan. Untuk fungsi-fungsi yang demikian, adalah wajar untuk memperkenalkan
limit-limit sepihak. Andaikan lambang x ~ ¢ berarti bahwa x mendekati ¢ dari kanan, dan
andaikan x — ¢“berarti bahwa x mendekati ¢ dari kiri.

Jadi walaupun lim2 [[x] tidak ada, adalah benar untuk menuliskan (lihat grafik dalam
x>

Contoh 6)

lim [x] =1

x=2-

lim [x] = 2
x+2*
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Kami yakin anda akan melihat bahwa teorema berikut sangat beralasan.
Gambar 7 yang jelas bagi Anda,
iim Fix)
RRES
i lim fix) = 2,8
ez
1 1 1
ry =Y —2 = | 1 2 3 4 x
GAMBAR 7
1y Gy
SOAL-SOAL 24
Dalam Soalsoal 1 — 6, cari limit yang di- -5+ 6 w4 bu—7
tunjukkan dengan pemeriksaan. 15 i 16

1
1. lim(2x ~ 8) 2. I|m(7+ 1)
x=3 x=3V¥X
T
3 oEmot -4l 4 lmXTX
X1 xee X3
6. lim "
s -1 " e X2 2x

Dalam Soal-soal 7 — 16, cari limit yang di-
tunjukkan, Dalam banyak hal, akan bijak-
sana untuk melakukan beberapa perhitung-
an sljsbar terlebih dahulu (lihat Contoh 2
dan 3).

Dalam Soal-soal 17 — 26, gunakan kalku-
lator (atau Tabel II) untuk menghitung
nilai-nilai dari fungsi yang diberikan dekat
titik limit ¢ Susun nilainilai ini daiam se-
buah tabel (seperti dalam Contoh 4, 5,
dan 7) dan gunakan hasi-hasil tersebut
untuk mencari limit yang disyaratkan atau
menyimpulkan bahwa limit tersebut tidak
ada. Yakinkan untuk memasang kalkulator
dalam kode radian,

tan x
i
T

€ 19 fim =~
st

sin ¢
K 21 tm ™
o !

B4cosx ax .

sin 2x 3

23. lim

24. lim

tan x—sin x
ey x
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sin 3x

1
25, lim 22X sk
e x—1

26, lim

wmz H

27. Untuk fungsi f yang digambarkan
grafiknya dalam Gambar 8, cari limit yang
ditunjukkan atau nilai fungsi, atau nyata-

, kan bahwa limit terscbut tidak ada.

@ ‘XAimJI’(X) () f(=3)
© f(-n «) lim‘ S(x)
@) f(1) 9] EI:J'(X)
® |il"n f) (L] ,lf? f)

~3 =2 -1
GAMBAR 8

28. Ikuti petunjuk dari Soal 27 untuk
fungsi f yang digambar grafiknya dalam
Gambar 9.
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30. Sketsakan grafik dari

—x+1 jika x<1
gx)={ x—1 jika l<x<2
5—x* jika x22

Kemudian cari masing-masing yang berikut
atau nyatakan jika tidak ada.

(b) 9(1)

(2) lim g(x)
ey

(¢} lim g(x) @) lim g(x)
x2 xv2t

31. Sketsaken grafik f(x) = x — [x];
kemudian cari masing-masing yang berikut

atau nyatakan jika tidak ada.

@) f0) (b) lirr; 1)

© lim f(x) (@ dim f{x)
20 212

32, Ikuti petunjuk Soal 31 untuk
Fxy=x/txi.

33, Cari Imz(xZ - Wix-1] atau
nyatakan jika tidak ada,

34. Hitung  lim(/x + 3 — /I
Petunjuk: Rasionalisasikan pembilang.

35. Andaikan
_ x jikax rasional
foe)= { —x jikax tak rasional

Cari masing-masing nilai, jika mungkin

(a) lin: Sx) (b) lim f(x)
= 20

-4 -3 -2 -1 12 3 x

‘GAMBAR 9

29. Sketsakan grafik dari

x2 jka x<0
fx)=yx jike O0<x<1
1+ x? jika x21

Kemudian cari masing-masing yang berikut
atau nyatakan jika tidak ada.

(@) lim f(x) b) f(1)
20

{€) lim f{x) @) tim f(x)
a1 xe1-

36. yang terbaik yang anda

dapat lakukan, grafik fungsi f yang me-

menuhi semua persyaratan berikut,

(2) Daerah asalnya adalah selang [0,4].

®) fO) =fD=fD)=fO) = fA) =1

© lim f()=2 (@ timf()=1
et 2

@© lmf=2 O lmfx=1
o a3t

37. Diketahui

_ {x* bilax rasional
J80= 1< bilax tak rasional

Untuk harga ¢ berapakah lm f(x) ada?
x—a
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38. Fungsi f{x) = x* telah digambar
dengan teliti, Akan tetapi pada malam
hari seorang tamu misterius mengubah
nilai-nilai dari f pada satu juta tempat
yang berbeda. Apakah ini mempengaruhi
nilai dari lim f{x) untuk setiap a? Jelas-

xva

40. Tentukan limit-imit  berikut
kan. atau berilah ketorangan bahwa limit ter-

P " L sebut tidak ada.
39. Tentukan limit-limit berikut ini

atan berilah keterangan bahwa limit (a) 'i'{‘» Vx=Ix] (b l_iTQQIIIXJl

tersebut tidak ada.
{© lm xt—001 @) lim [x](— )
ey a=or

@ tim 2 (b tim =1 @ lim <[1/x} ) lim *2[1/x]
-t i1 - x—1 i e

2.5 Pengkajian Mendalam Tentang Limit

Anda scharusnya tidak percaya begitu saja pada apa yang diceritakan kepada anda.
Adalah bijaksana untuk bersikap ragu-ragu — as:l saja tidak keterlaluan sehingga anda

tidak akan i apa puny bersikapl untuk tidak menerima suatu
pemyataan sebelum anda memeriksanya, Katakan kepada seorang matematikawan bahwa
sesuatu adalah benar dan i anda akan d. Buktikan. Tetapi

untuk dapat membuktikan sesuatu haruslah kita memahami arti kata-kata yang digunakan
sejelas-jelasnya. Terutama yang menyangkut kata Hmir, karena kalkulus semuanya ber-
sandat pada arti dari kata tersebut.

Dalam pasal sebelumnya telah diberikan definisi Hmit secara tak formal. Berikut defi-
nisi yang lebih baik sedikit, tetapi masih tetap tak formal, dengan menyusun kembali
susunan kata-kata dari definisi tersebut. Untuk mengatakan bahwa l;l_r‘rz fx) = L berarti
bahwa selisih antara f(x) dan L dapat dibuat sekecil mungkin dengan mensyaratkan bahwa
x cukup dekat tetapi tidak sama dengan c. Sckarang kita coba untuk menekankan hal ini
dengan mengemukakan bukti-bukti.

MEMBUAT DEFINIS| PERSIS. Pertama, kita ikuti sebuah tradisl panjang dalam me-
makai huruf Yunani ¢ (epsilon) dan & (delta) untuk menggantikan bilangan-bilangan kecil
positif. Bayangkanlah ¢ dan & sebagai bilangan-bilangan kecil positif.

Mengatakan bahwa f(x) berbeda dari L lebih kecil dari € sama saja dengan mengata-

If(x) ~ Lt <&
L-e<f(x)<L+e

Ini berarti bahwa f{x) terletak dalam selang terbuka(L — &, L + ¢) seperti yang diperlihat-
kan pada grafik dalam Gambar 1.

Selanjutnya, ucapan bahwa x cukup dekat tetapi berlainan dengan ¢ sama saja dengan
mengatakan bahwa untuk suatu 8, x terietak dalam selang terbuka (c — &, ¢ + &) dengan
¢ tidak dilkutkan. Barangkali cara terbaik untuk mengatakan ini adalah dengan menuliskan

O<|x~¢c|<é
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Perhatikan bahwa |x — ¢| < § akan memerikan selang ¢ — 8 < x < ¢ + J, sedangkan
0 < |x — c¢| mensyaratkan bahwa x = ¢ Selang dengan jan yang
diuraikan tersebut diperlihatkan dalam Gambar 2,

Hix) —LI<e o<in-cl<b

GAMBAR 1 GAMBAR 2

Kita siap untuk definisi yang menurut sementara orang disebut definisi yang ter-
penting dalam kalkulus,

Gambar-gambar dalam Gambar 3 dapat kiranya membantu anda menyerap definisi
ini.

Harus ditekankan bahwa pertama-tama diberikan bilangan ; bilangan & harus di-
hasilkan. Andaikan Anton ingin membuktikan kepada Bety bahwa lim f(x)= L. Bety da-
pat menantang Anton dengan suatu ¢ tertentu yang dipilihnya (misalaya, £= 0,00001)
ddn meminta Anton menghasilkan 8 yang berpadanan.

Lebih lanjut, karena definisi mengatakan “untuk tiapz > 0" (bukannya "untuk suatu
& >0"), Anton belum membuktikan pernyataan limit itu jika ia menghasilkan § untuk satu
£ tertentu, bahkan juga tidak untuk beberapa dari & Ia harus mampu menghasilkan & un-
tuk tiap sebuah & yang berpadanan. Tentu saja, 8 yang dihasilkan mungkin tergantung pada
e. Secara umum, makin kecil £ yang diberikan Bety, makin kecil § yang perlu dikembali-
kan Anton.

Apakah terdapat suatu cara yang mungkin bahwa Anton dapat memenuhi tantangan
yang demikian? Ada, tetapi jangan mengharapkan ini begitu mudah.

BEBERAPA BUKT! LIMIT (FAKULTATIF). Dalam tiap contoh-contoh berikut, kita
mulai dengan apa yang disebut analisis pendahuluan. Ini bukan bagian dari bukti melain-
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fix)

fix)

~

flx)

GAMBAR 3

kan lebih

anda kerjakan di kertas buram. Kami

yan,
sertakan di sini agar buku-bukii kita ek keliatan begitu saja turun derl langit.

CONTOH 1 Buktikan bahwa lim (3x — 7) = 5.

ANALISIS PENDAHULUAN. Andaikan ¢ bilangan positif scbarang. Kita harus meng-

hasilkan suatu § > 0 sedemikian sehingga
O<|x—4|<d =
Pandang ketaksamaan di sebelah kanan

13x -7 -S|<e¢

13x~-7N-5l<s

-

]

¢

13x — 12| < &
13x -4 <e
[BlIx -4l <e

[x—4|<§
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Sekarang kita lihat bagaimana memilih
&, yakni 8 =€/3. Tentu saja, sebarang
& yang lebih kecil akan memenuhi.

BUKTI FORMAL. Andaikan diberikan
& > 0. Pilih & = £/3. Maka 0<[x — 4|
< & membawakan

(3% —T) = 5 =13x — 12[ =
3x—4)|=3jx - 4| <3 =¢

Jika anda baca rangkaian per-
taksamaan dan sebuah kesamaan ini
dari kiri ke kanan dan gunakan hukum
transitif, anda fihat bahwa

GAMBAR ¢
13x -7 —35l<e
Yika Bety menantang Anton de-
y ngan & = 0,01 dalam contoh ini,
. Anton akan menanggapi dengan § =
y= oot 0,01/3 = 0,0033, Jika Bety mengata-

kan & = 0,000003, Anton akan me-
ngatakan & = 0,000001. Jika ia mem-
I berikan & yang lebih kecil lag, akan
lebih baik.

ar Tentu saja, jika anda pikirkan
2| grafik dari y = 3x — 7 (sebuah garis
/' dengan kemiringan 3, seperti dalam
Fs L L1 Gambar 4), anda tahu bahwa untuk
memaksa 3x — 7 agar dekat ke 5,

m 2 3=z o akan lebih baik membuat x sedekat
e rmungkin {lebih dekat menurut kelipat-
GAMBAR 5 . an sepertiga) ke 4.
P = 3x —

CONTOH 2. Buktikan bahwa lim 3
x-2 x =

ANALISIS PENDAHULUAN  Kita mencari § sedemikian sehingga

2 —3x -2

O0<|x—2|<d =

Sekarang untuk x %2,
2 _ 3y~ -
P —3x -2 < (2x + D(x 2)_5 <
x—2 x—2
o |2x+ -5 <e

< j2x —2)| <é
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<« (2{]x - 2{ <e
[
—2 £
= |x | < 3
Ini menunjukkan bahwa & = £/2 akan memenuhi (lihat Gambar 5).

BUKTI FORMAL. Andaikan diberikan & >> 0. Pilih 6 = £/2. Maka 0 < |x — 2|< § menye-
babkan

2 -3x -2
x=2

_ (2x + 1)(x—ﬁ7

x=2

5 s|=l2x+1-59

=2x—2|=2x-2|<2=¢

Pencoretan faktor x — 2 sah karena 0 < | — 2| berarti x # 2; jadi pembagian dengan
0 dihindari. n

CONTOH 3. Buktikan bahwa lim (mx + &) = mc + b.

ANALISIS PENDAHULUAN. Kita ingin mencari 8 sedemikian sehingga
O<|x=—cl<d = [(mx+b)—(mc+b)l<e
Sckarang
{mx + b) — (mc + b)| = |mx — me| = [m(x — e)} = |m}|x — |
Kelihatan bahwa & = &/|m| akan memenuhi,
BUKTI FORMAL. Andaikan diberikan ¢ > 0. Pilih & = &/lm|. Maka 0 <|x — ¢| <$
menunjukkan
(mx + by — (mc + b)| = [mxs— mc| = {m||x — c| < |m|é=¢

Hanya terdapat satu masalah dengan pilihan & kita, Bagaimana jika # = 07 Dalam ka-
sus demikian, sebarang 8 akan memenuhi dengar baik karena

0x 4+ b) — (Oc + M} = 10| =0

Yang belakangan lebih kecil dari ¢ untuk semua x. -

CONTOH 4, Buktikan bahwa jika ¢ > 0,lim /% = \/c.
ANALISIS PENDAHULUAN. Kita harus mencari § sedemikian sehingga
O<lx—cl<é = |J/x~el<e
Seckarang

x—c

Vr+ e

_ | = SeSx+ o
IV - el = ﬁ+ﬁ+
[x — ¢} Ix —¢]

BRI
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Untuk membuat yang sebelumnya lebih kecil dari &, kita diharuskan membuat |x —¢|<
&/c (Gambar 6).

fix}

zi N ) =vVx

LI
limVx =v¢

GAMBAR 6

BUKT! FORMAL. Andaikan diberikan ¢ > 0. Pilihé = e,/c. Maka 0 < [x — ¢} <5 ber-

o Jae (x = JHSx + /O _lx=e
V= /el NEW e ve
o lx—cl _lx—c & __
NN AN AN »

Ada satu hal teknis lagi. Harus diingat bahwa 8 < ¢, untuk ix—ei < § yang menyebabkan
x > 0 sehingga /X terdefinisi Jadi untuk penelaahan harga mutlak, pilih § yang lebih
kecil dari ¢ dan gv/e.

Peragaan kita dalam Contoh 4 pada cara i ite, Ini
merupakan teknik yang seringkali sangat berguna dalam kalkulus .

CONTOH §. Buktikan bahwa Em(x? + x — 5) = 7.
x=3

ANALISIS PENDAHULUAN. Tugas kita adalah mencari § sedemikian schingga
O<jx-3|<d = [x+x~-5-T<¢
Sekarang
(2 +x = 8y~ 7} = |x? + x — 12| = {x + 4{|x - 3|
Karena faktor yang kedua Jx — 3) dapat dibuat kecil seperti yang kita inginkan, maka
cukup membatasi faktor Ix + 4]. Untuk melakukan ini, pertama kita pilih § < 1. Ke-
mudian [x — 3t <§ membawakan
Ix +4f=jx~3+7|
< |x — 3| +|7| (ketaksamaan segitiga)
<1+7=8
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Gambar 7 menawarkan suatu alternatif peraga-
an dari fakta inl. Jika kita juga mensyaratkan
&4 < &/8, maka hasil kali Ix + 4| {x — 3| akan
lebih kecil dar &.

GAMBAR 7

BUKTI FORMAL. Andaikan diberikan & >0, Pilih § = min {1, &/8}; yaitu pilih 5 sebagai
yang terkecil dari antara 1 dan ¢/8. Maka 0 < Jx — 3( <5 berarti

|(x2+x—5)—7|=]x2+x—12|=[x+4||x_3,<84§=5 n
CONTOH 6. Buktikan bahwa lim x? = ¢*.
BUKTI Kita tiru bukti dalam Contoh $. Andaikan diberikan ¢ > 0. Pilih = min
{1, /(1 + 2|ci)}.Maka 0 < fx — ¢ <& berarti
X2~ =|x+cllx —cl=|x~c+2llx—el
< (x — el + 2fc)Ix — el
(t+2lch e (ketaksamaan segitiga)
TTxdlel F [ ]

CONTOH 7 Buktikan bahwalim L _ L . ¢
mo=_.cx0
ANALISIS PENDAHULUAN. Kita harus mencari § sedemikian sehingga
1.1
O<|x—c|<d = |=—=|<e
x [4
Sekarang

1

c—x|_ 1 L
ixi el

Ix —el

Lt
x c

xc

Faktor 1/lx| menyulitkan, khususnya jika x dekat 0, Kita dapat membatasi faktor ini
jika kita dapat menjauhkan x dad 0. Untuk maksud itu, perhatikan bahwa

lel=le—x + x| S fe — x|+ Ix]|
sehingga
1] 2 Je) — [x — ¢l

Jadi, jika kita pilih & < |c|/2, maka kits bethasil dalam membuat|x[ > |c|/2. Akhir-
nya, jika kita juga mensyaratkan & < ec?/2, maka

1

1 2
Ix] lel

1 &

|x ct<Al— €
lel/2 lel 2

BUKTI FORMAL Andaikan diberikan ¢ > 0. Pilih & = min {kcl/2, &c?/2} maka
-0< |x — ¢| <8 berarti

1.1
x [

c—x 1 1 1 1 &
= X — e € ==
EINTRE T A e L

x¢
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LIMIT-LIMIT SATU-PIHAK Kita tidak memerlukan banyak imajinasi untuk memberikan
definisi e, 5 dari aturan limit kanan dan limit kiri.

Deftnist

yRog &mm«mm

A

anahnlmlm)-l.bunmmuumme>0 bfd.lpttﬁ)b

k(f(z)r‘u <t

Kami serahkan definisi ¢, & yang berpadanan untuk limit kiri kepada pembaca.

SOAL-SOAL 2.5

Dalam Soalsoal 1-6, berikan definisi
&, & yang sesuai untuk tiap pernyataan.

Limf@)=M 2 limew) =L
s pus

3. lim W) = 4. lim $) = B
puvt ot
5. lim /() = 6. lim gty =D

Dalam Soal-soal 7-18, berikan suatu bukti
& & dari tiap fakta limit (lihat Contoh-con-
toh 1-5).

7. lm(sx ~ 11)
oy

8 lim (2x—4) = —
el

12 nms"—j_ -4

1. fim /2% = 2
-

14 lim /x—1=2
s
Ly

15 Em R B0 5 pe
n o1

tumjuk: x3 — 1 adalah faktor dar pem-

bilang.

16, lim2x? - 4x +3) =3
iy

17. lim(x? - 29) = 3
iy

18 limx* = 0
s

19. Buktikan bahwa jika lLimf(x)= L
dan lim ()= M maka L =M,

20. Andaikan F dan G adalah fungsi-
fungsi sedemikian schingga 0 & F(x)
< Glx) untuk semua x dekat c, kecuali
mungkin di ¢, Buktikan bahwa jika
lim G(x) =0 maka lim F(x) =0,

21. Buktiken bahwa lim x* sin’(1/x)
= 0. Petunjuk; Gunakan Soal-soal 18 dan
20.

22. Buktikan bahwa lim /x = 0.
20"

23. Dengan memandang Limit kiri dan
limit kanan, buktikan bahwa lig x| = 0.

24. Buktikan bahwa jika {f(x) < B
untuk 1x — &l < 1 dan lim g(x) = 0, maka

lim f(x)g(x) = )
25. Diketahui lim f(x) = L dan flo)

ada (yang mungkin dapat berbeda dengan
L). Buktikan bahwa f dikelilingi oleh be-
berapa interval yang mengandung a; arti-
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nys, tunjukkan bahwa ada suatu interval
(c, d) dengan ¢.<a < d dan konstanta M
sehingga |f(x) < M untuk setiap x di
(c, d).

26. Buktikan bahwa jika fix) < g(x)
untuk setiap x dalam beberapa interval
terputus adalah ¢ dan jika lim fx) = L

xo
dan lim g(x) =M, maka L <M.

x-a

27. Manakah dari yang berikut ini
sesuai dengan definisi limit?

(a) Untuk beberapa £> 0 dan setiap
§>0,0< [x~c| <& = x)-LI<Ee.

87

(b) Untuk setiap & > 0, terdapat €3> 0
sedemikian rupa schingga £> O adalah

O<lc—cl<s = |fa-1]<s

() Untuk setiap bilangan bulat positif
N, terdapat bilangan bulat positif lain-
nya M  sedemikian rupa schingga
0< x—cl < 1/M=fix)—Ll <UN.

(d) Untuk setiap &> 0, terdapat §>0
sedemikian rupa sehingga 0< |x—cl < &
dan [f(x) — L| < ¢ sama dengan x.

28. Nyatakan dalam bahasa £,8
apakah artinya lim f(x) % L.
P

2.6 Teorema Limit

Kebanyakan pembaca akan setuju bahwa membuktikan adanya limit.dengan me-
makai definisi £-8 dari pasal di depan, di samping memakan-wakt juga sukar. Itulah
sebabnya mengapa teorema-teorema dalam pasal ini disambut dengan baik. Teorema
kita yang pertama sangat penting. Dengan teorema ini kita dapat menangani hampir semua

masalah Jimit yang akan kita hadapi nanti,

Hasil-hasil yang penting ini akan mudsh diingat jika kita pelajari dalam kats-kata,
Misalnya, Pernyataan 4 diterjemahkan sebagai: Limit suatu jumiah adalah jumiah dari fimit-

limit.
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Tentu saja, Teorema A perlu dibuktikan. Kita tunda pekerj:an tersebut sampai akhir
pasal ini, dengan p 14 memilih untuk kepada anda bagaimana
teorema besar ini dipakai.

PENERAPAN TEOREMA LIMIT UTAMA. Dalam contoh-contoh berikut,
yang dilingkari mengacu kepada pernyataan-pernyataan bernomor dari daftar yang diberi- ,
kan terdahulu. Setiap kesamaan dibenarkan oleh pernyataan yang ditunjuk.

CONTOH! Carilsh lim2x*. |
£=3

Penyelesaion '

0
lim 2x* = 2 lim x* = Z[Iim x] =2[3)* = 162
x=3

23 X3 -
CONTOH 2 Cari lim (3x? — 2x).
x4
Penyelesaian
lim(3x? — 2x) hm 3x2 — hm 2x TS lim x? — 2 lim x
x4 x4 x4
(T) (hm x) — 2 lim x = 3(4)* — 2(4)
xos x4
=40 L]

CONTOH3 Cari lim VX" +9
x4 X

Penyelesaian

? lim/x* +9 (T) llm(x +9) ? B
m Y9 \m
l|m x (L x~a zee

= llmx + é
‘4 4 "

CONTOR 4 Jikalim f(x) = 4 dan lim g(x) = 8, cari
x—3 x=3

) lim( /00 669

L o
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Penyelesaian

Hm[ £3(x) - Yg(x)] = lim £7(x) - lim Yg(x)
x+3 x=3 x=3

= []im f(x):|z \J/W(T)
X3 x=3
=47 8
=132 L}
Ingat bahwa fungsi polinom f mempunyai bentuk
S = aX" +a_ X"+ b ax +ap

sedangkan fungsi rasional f adalah hasil bagi dua fungsi polinom yakni

QX"+ @, X"+ agx + ay

fx) =

b X" 4 b, XU byx + by

Bukti untuk Teorema B muncul dari penerapan socara berulangulang Teorema A.
Perhatikan bahwa Teorema B memungkinkan kita untuk mencari limitlimit untuk fungsi-
fungsi pdinom dan rasional cukup dengan hanya menggantikan ¢ untuk x,

Txt — 10x* ~ 13x + 6
CONTOH S Cai i o
TORS Carl lim —37 48

Penyelesaian
x5 — 10x* — 13x + 6 7(Q2)° — 102)°
v Re—— R
3;

—6x— 8 327 - 6

CHI+T L P+ Ix+T
CON’ ili = ju—
TOH6 Cari )1‘111: T w1 XT-: GoD?

Penyelesaian  Baik Teorema B ataupun Pernyataan 7 dari Teorema A tidak berlaku, karena
limit dari penyebut 0. Tetapi, karena limit pembilang adalah 11, kita lihat bahwa
selama x dekat 1, kita membagi sebuah bilangan dekat 11 dengan sebuah bilangan posi-
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tif dekat 0. Hasilnya adalah sebuah bilangan positif yang besar. Kenyataannya, bilang:
an yang dihasilkan dapat dibuat besar kita dengan x cukup
dekat ke 1. Kita katakan bahwa limitnya tidak ada. (Nanti dalam buku ini — lihat
Pasal 4.6 — kita bolehkan diri kita sendiri untuk mengatakan limitnya adalah + 0.) W

2 -
CONTOH 7 Cari lim 7 2 =10,
2 P+ t—6
Penyelesaian Lagi-lagi, Teorema B tidak dapat diterapkan. Tetapi Kali ini, hasil bagi meng-
ambil bentuk tanpa arti 0/0 di ¢ = 2. Kapan saja ini terjadi anda harus menyederhana-
kan hasilbagi tersebut secara aljabar (faktorisasi), sebelum anda mencoba mengambil
limitnya.

2 - -
limt+3! 10 — lim -2 +5) -

—timt 37
-5

w2 2HE—6 ,,,(t—Z)(H'S) 2t +3

BUKTI TEOREMA A (FAKULTATIF) Anda seharusnya tidak terlalu terkejut pada waktu
kami mengatakan bahwa bukti-bukti beberapa bagian dari Teorema A sangat canggih.
Karena hal ini, di sini kita hanya membuktikan lima bagian yang pertama, dengan meng-
alihkan yang lainnya ke Apendiks (Pasal A2, Teorema A). Untuk membiasakan, cobalah
Soalsoal 33 dan 34.

Bukti F Idan 2 P ini kan hasil dari lim(mx + by=me + b
xore
(Lihat Contoh 3 dari Pasal 2.5), pertama dengan memakai m = 0 dan kemudian m =1,
b=0.
Bukti Pernyataan 3 Jika k = 0, hasilnya jelas, schingga kita andaikan & # 0. Andaikan di-
berikan ¢ > 0. Menurut hipotesis, Ej_gcf(x) ada; sebut nilainya L, Menurut definisi limit,
terdapat suatu hilangan § sedemikian sehingga
O<|x—cl<d = |f(x)— L|<”(l
pasti bahwa kita e/tkl ¢ pada akhir
ketaksamaan d: atas. Baik, bukanksh &/}k| suatu bilangan positif? Ya. Apakah definisi
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limit mensyaratkan bahwa untuk sebarang bilangan positif, terdapat suatu & yang ber-
padanan? Ya.

Sckarang dengan telah p. 8, kita dapat 1y bahwa 0 <|x — ¢[<8
berarti

£

[kf(x) — KL| = |k} f(x} = LI < [k] e
Ini menunjukkan bahwa

lim kf(x) = kL = klim f(x) a

Bukti Pemyatsan 4 Andaikan Lim/(x)= L dan lim g(x) = M.Jika¢ sebarang bilangan

positif yang diberikan, maka ¢/2 adalah positif. Karena Liln‘f(x)= L, maka terdapat suatu
bilangan positif §, sedemikian sehingga

O<ix—cl<é = If)-LI<]

Karena l.l.lll g(x) =M, terdapat suatu bilangan positif 8, sedemikian sehingga
£
O<lx—cl<d = lgx)—Ml<3

Pilih & = min {8,, §,}; yaitu pilih & sebagai yang terkecil di antara 8, dan 8,. Maka
0<x — | <& menunjukkan

17 + gx) — (L + M)| = |Lf(x) = L] + [g(x) = M]|
< 1f(x) — LI+ fgx) - M|

<h+€—e
272

Dalam rangkaian ini, ketaksamaan yang pertama adalah ketaksamaan segitiga (Pasal 1.4);
yang kedua sebagai hasil dari pilihan 8. Kita baru saja memperlihatkan bahwa

O<lx—cl<d = 1 +gx)—L+Ml<e
Jadi
Kim[£(5) + g0 = L+ M = lim /) + lim g(x) .
Bukri Pernyatan 5
(/) — ge0l = Bmlf() + (= glx)]
= lim £(x) + lim(— Dg(x}
= ;ix::f(x) + ::l)lx-:n g(x)

= tim f(x) — lim g(x) [
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TEOREMA APIT Pernshkah anda mendengar
seseorang berkats, "Saya terjebak di antara
batu, dan tempat yang keras?” Inilah yang
terjadi pada g dalam teorema berikut (lihat
Gambar 1).

‘GAMBAR 1

Bukti (Fakultatif) Andaikan diberikan & > 0. Pilih 8, sedemikian schingga
O<|x—c¢|<d = L-s<f(x)<L+e¢
dan 8, sedemikian sehingga
O<ix—cl<dy = f(x)<g(x)=<hx)
Pilih 85 sehingga
O<|x—cl<d = L-s<fX)<g)<shx)<L+e
Andaikan 8 = min {§,, §;, 83}, Maka

O<|x—¢l<d, = L-e<hlx)<L+e
. i = -
Kita simpulkan bahwa Jim £G) = L.

CONTOH 8 Telah diketahui bahwa ! —x?/6 < (sin x)/x < luntuk semua x yang men-
dekati tetapi tidak 0. Aps yang dapat Kita simpulkan dari ini?

Penyelesaian  Andaikan f(x)=1 —x?/6, g{x)= (sin x)/x, dan h(x)= 1. Maka ]|m fx)=
hn&f(x)- 1, sehingga menurut Teorema C
lim sinx_ 1 | ]
x~0 X
Kita akhiri dengan sebuah catatan penting. Semua teorema dalam pasal ini sahih untuk
limit kanan dan limit kiri.




Bab2 Fungsi dan Limit

SOAL-SOAL 2.6

93

Dalam Soal-soal 1-12, gunakan Teorema A
untuk mencari tiap limit. Berikan pem-
benaran tiap langkah dengan mengacu pada
pernyataan bernomor, seperti pada Con-
toh-contoh 1-4.

1. lim(7x — 4

-3
2 lim (2x° - 5%)
-t
3. lim[(x* + DEx ~ 1]
by

4, fim[(@x* — O + 29)]
iy

5. lim — 2
e 30— 16
Ix* -8

6 i
;‘.‘T, x3+24

7. iim /3§
-

8. lim /5% + 2x
-

9. lim 23 + 15
i

10, fim /3w + Tw?
uich

4+ B

n um(liitfl)
2\ ¥+ 4

12. lm@w* — 9w? + 19)-12
-

Dalam Soal-soal 13-22, cari limit yang di-
tunjuk atau nyatakan bahwa itu tidak ada.
Dalam banyak kasus, anda ingin melakukan
beberapa langkah aljabar sebelum mencoba
menghitung limitnya (libat Contoh-contoh
57).

x*—xt -2t +1

13. 5
R e

w3 3
X1 =3t 4 200
e 0 +22 41

x4+ Tx+ 10
x+2
X4+7x+6

1. tim SEES
i puy ey

16. lim

-2

P —4=5

y-DOP ey -3

2. Jim
1 P2yl

w0 -6
P e v
Dalam Soalsoal 23-28, cari limit-limit ter-
sebut jika lim f(x) = 3. dan lim g(x)= -1
(lihat Contoh 4). )
2. lim /17(%) + g2(x)

2 () - 39(x)

2 4
e )

=

25, lim Yp()[f(x) + 3]

B

lim[ £ (<) - 33*
27. lim[ £ () + (t — a)g()]
2. Bm{f(@) + 3901

Dalam Sosksoal 2932, ceri  lim[f(x) —

3
F@1fx—2) untuk setiap fungsi f yang
diberikan.

29, f(x)=5x* 30 f(x)=3x*-5

1 3
Mf=c  Rf@=5

83, Buktikan Pernyataan 6 dari Teore-
ma A. Petunjuk:

1/ ()g(x) — LM|
= | f(x)g(x) — Lg(x) + Lglx) — LM|
1= {gO)[f(x) — L) + Llg(x) — M]|
< 1g(lf() — L| + |LlIglx) — M|
Sekarang perlihatkan bahwa jiks lim g(x)=
M, terdapat suatu bilangan 6, , sedemikian
sehingga
O<|x—ct<d = [gx)<IM+1
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34, Buktikan Pernyataan 7 dari Teore-
ma A, pertama dengan memberikan
suatu bukti £, § bahwa Jim[1/g(x)] =
1/[ lim g(x) ] dan kemudian menerapkan
Pernyataan 6,

35. Buktikan bahwa lim f(x) = L <
lim[f(x) ~ L] = 0.

36. Buktikan bahwa lim f(x) =0 <>
lim] £ (x)] = ©. e

37. Buktikan bahwa jika lim /(x) =

L > 0, maka terdapat svatu selang
(¢ = 8,c.+ &) sedemikian sehingga /(x) > 0
untuk semua x dalam (¢ — §, ¢ + &),
x#e

38. Buktikan bahwa lim|x| = [c].

39. Cari contoh-contoh untuk mem-
buktikan bahwa:
(@) Lm  [f()+4(x)) ada tidak berarti
bahwa salah satu lim f(x} atau Lim g(x)

ada;
) umr [f(x)-9(x)] ada tidak berarti bah-
wa salah satu lim f() atau lim gx) ada;

40. Buktikan bahwa jika lim{f(x) +
09] dan lim g(x) keduanya ads, maka
m fe) harus ada.

Dalam Soal-soal 41-48, cari tiap limit-ka-
nan dan limit-kiri atau nyatakan bahwa
itu tidak ada,

o tim 2o
Jm v
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* + Dix]
eae Gx— 1Y

46. lim (x — fx])
x-an

4. tim =

purstd]

48. lim [x? + 2x]}
23+

49. Misalkan f{x)g(x) = 1 untuk se-
tiap x dan lim g(x) = 0. Buktikan bahwa
%

lim f(x) tidak ada.
xoa

50. Diketahui bujur sangkar R ber-
singgungan dengan titik tengah sisi-sisi
dari suatu segi empat Q dengan titik-titik
sudut ( x, 0) dan (0, £ 1). Hitunglah

keliling R
jm  Keliing X
*=0" keliling Q

51. Diketahui y = +/x dan titik-titik
M, N, O dan P berkoordinat (1,0), (0,1},
(0,0) dan (x ). Hitunglah:

(@) 1im keliling ANOP
2 "':rkehlmg aMor

as ANOP
b) lim —v
( )x-vo‘ luas AMOP

2.7 Kekontinuan Fungsi

Dnhm bahasa yang biasa, kata kontinu digunakan untuk memerikan suatu proses yang

tanpa p

Gagasan inilah, yang berkenaan dengan

yang
fungsi, yang sekarang ingin dibuat secara persis. Pandang tiga grafik yang diperlihatkan
dalam Gambar 1. Hanys grafik yang ketiga memperlihatkan kekontinuan di ¢. Berkut

adalah definis! yang formal.
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14 ¥ ¥
f f
e 1 1
‘ < x ‘ € x < x
fim #{x} tidak ads lim fix) ada, tetaph *T\Lf(xl =flc)
lim Fix) # el
GAMBAR 1

Dengan definisi ini kita bermaksud mensyaratkan tiga hal: (1) lim f(x) ada, (2) f(c)

ada (yakni, c berada dalam daerah asal f), dan (3) ligg /(x)=f(c). Jika salah satu darf ketiga
fungsi ini tak i, maka f di ¢. Jadi, fungsi yang diwakili
oleh grafik yang pertama dan kedua di atas takkentinu di c. Tetapi kontinu di titik-titik
lain dari daerah asalnya.

—4 : "
CONTOH 1 Andsikan f(x) = ——5,x # 2 Bagai ! di
x =2 agar kontinu di titik itu?
Penyelesaian
. x? (x — 2)x + 2)
lirn padi L
x=2 X~ ,(41 x=2
= lim(x + 2) =
x=2

Karena itu, kita definisikan f(2) = 4. Grafik
dari fungsi yang dihasilkan diperlihatkan da-
lam Gambar 2. Kenyataannya, Kkita lihat bahwa
Ax)=x +2 untuk semua x. | |

KEKONTINUAN FUNGS! YANG DIKENAL Sebagian besar fungsi yang akan kita
jumpai dalam buku ini adalah kontinu di mana-mana atau di setiap titik terkecuali di
beberapa titik. Khususnya, Teorema 2.6B mencerminkan hasil berikut.
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-2 1

Ingat kembali fungsi f(x) = ixi; grafiknya
diperlihatkan dalam Gambar 3. Untuk x < 0,
()= ~x adalah palinom, untuk x >0, flix) = x
adalah polinom lain. Jadi menurut Teore-
ma A, |x| kontinu di semua bilangan yang
bedainan dengan O. Tetapi

Fix) =txl
GAMBAR 3

(tihat Soal 23 dari Pasal 2.5). Karena itu, |x |
juga kontinu di 0; 1x | kontiny di mana-mana.

Menurut Teorema Limit Utama (Teorema
268) i Jfx = Jiimx = Je
asalkan ¢ > 0 bilamana n genap. Ini berarti bah-
wa fx) = ¥x kontinu di setiap titik di mana
pembicaraan tentang kekontinuan masuk akal,
Khususnya, f(x) = +/x kontinu di setiap bilang-
an siil ¢ > 0 (Gambar 4). Kits ringkaskan.

lim |x| =0 = [0|
%0

flx) = VX
GAMBAR 4

\KEKONTINUAN DALAM OPERASI FUNGS! Apakah operasi-operasi yang baku memeli-
hara kekontinuan? Ya, sesuai dengan Teorema C. Di dalamnya, f dan g adatah fungsi-fungsi,

k adalah konstanta, dan  adalah bilangan bulat positif.

Buksi Semua hasil ini merupakan akibat mudah dari fakta-fakta yang berpadanan untuk
limit-imit dari Teorema 2.6A. Misalnya, teorema tersebut dikombinasikan dengan kenyata-

an bahwa f dan g kontinu di ¢, memberikan

lim f(x)g(x) = lim f(x) - lim g(x) = f(c)g(c)

Ini adalah persis apa yang dimaksudkan dengan mengatakan bahwa f - g kontinu die
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CONTOH 2 Pada bilangan-bilangan berapa saja F(x)=(31x|~ x?)/(/x + J/x) kontinu?

Penyelesgian  Kita tidak perlu memandang bilangan-bilangan tak positif, karena F tak ter-
definisi di bilangan-bilangan yang demikian. Untuk setiap bilangan positif, fungsi-fung-
s \f,\yx, |x}.dan x? semuanya kontinu (Teorema A dan B). Menyusul dari Teore-
ma C bahwasanya 3{x1{,3]x|-x? ,\/§+3&, dan — akhimya

Blxf - x%)
/x+ 0
adalah kontinu di setiap bilangan positif. [ ]

Terdapat operasi fungsi lain yang akan sangat penting dalam pekerjaan nantinya,
yakni isi. Operasi ini juga p i

Kita tunda pembuktiannya sampai akhir pasal ini.

CONTOH 3 Buktikan bahwa h(x}=|x? ~3x + 6|kontinu di setiap bilangan riil.

Penyelosaian  Andaikan f(x)=|x| dan g(x) = x*~ 3x + 6. Keduanya kontinu di setiap
bilangan riil, dan demikian juga dengan kompositnya

h(x) = flg(x) = tx* — 3x + 6| a

CONTOH 4 Akan diperlihatkan nanti bahwa f(x) = sin x kontinu di setiap bilangan riil.
Simpulkan bahwa

a

. 3x +1
e = s(ﬁ)

kontinu kecuali di 3 dan -2,

Penyelessian x* — x — 6 = (x — 3)(x +2). Jadi, fungsi rasional

x4

kontinu kecuali di 3 dan —2 (Teorema A). Dari Teorema D, kita simpulkan bahwa,
! karena k(x)= f(g(x)), maka / juga kontinu kecuali di 3 dan 2. [
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KEKONTINUAN PADA SELANG Sedemikian jauh, telah dibahas kekontinuan di suatu
titik. Kita akan membahas kekontinuan pada suatu selang. Kekontinuan pada selang se-
layaknya berarti kekontinuan di setiap titik dari selang tersebut. Itulah tepatnya apa yang
diartikan untuk suatu selang terbuka (g, b).

Bilamana kita memandang selang tertutup [q, b}, kita menghadapi masalah. Mungkin
saja f bahkan tidak terdefinisi di sebelah kiri a (misalnya, f(x) = /< mempunya masalah
ini di o = 0), sehingga secara langsung saja lim f(x) tidak ada. Kita pilin untuk mengarus
persoalan ini dengan menyebut f kontinu pada [g, 6] jika ia kontinu di setiap titik dari
(a, b) dan jika lim f(x)=/(a) dan l.m:f(x)=f(b) (masing-masing disebut, kekonzinuan ka-

x=a? Py

nan di a dan kekontinuan kiri di b). Kita ringkaskan dalam sebuah definisi formal.

Sebagai contoh, pernyataan bahwa flx
1/x kontinu pada (0,1) dan bahwa g(x) = vx
kontinu pada [0,1] adalah benar.

<
W

CONTOH 5 Dengan menggunakan definisi di
atas, uraikan sifat-sifat kekontinuan dari
fungsi yang grafiknya disketsakan dalam
Gambar 5.

GAMBAR 5

Penyelesaian  Fungsi itu kontinu pada selang terbuka (— o0, 0), (0, 3),dan (5, co)dan juga
pada selang tertutup [3, 5].

Untuk f agar kontinu pada [a, 5] berarti bahwa bilamana x, dan x, berdekatan
satu sama lain dan keduanya berada dalam [q, ], maka f(x;) dan f(x,) berdekatan satu
sama lain. Tidak terdapat lompatan atau perubahan mendadak, sehingga kita boleh “meng-
gambarkan” grafik f pada [a, b] tanpa mengangkat pensil kita dar kertas. Ini berkaitan
dengan kenyataan bahwa suatu fungsi kontinu harus menerima setiap nilai di antara dua
nilainya yang sebarang. Hasll ini sekarang akan kita nyatakan secara persis.
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Jelas dad grafik dalam Gambar 6 bahwa
kekontinuan diperlukan untuk teorema ini.
Juga kelihatan jelas bahwa kekontinuan ada-
lah cukup, namun memang bukti formalnya
ternyata sukar. Kita serahkan pembuktiannya
untuk pekesjaan tingkat lanjut.

Takkontinu: Sifat Nilai
Antara tidek berlaku

GAMBAR 6
BUKTI TEOREMA D (FAKULTATIF)

Buk#i  Andaikan diberikan ¢ > 0. Karena f
kontinu di L, maka terdapat §; > O yang
berpadanan sedemikian sehingga

lt=Li<é, = |f@-fL)<e

jadi (lihat Gambar 7)

lg) - LI <8, = |f@gt)—f)l<e

GAMBAR 7

Tetapi karena 1152 g(x) = L, untuk suatu 8, >0 terdapat 8, > 0 yang berpadanan
sedemikian sehingga
O<|x—cl<d, = lgx)—Ll<é,
Bilamana kedua ini kita kita p i
0<ix—cl<d, = |G- i<

Ini menunjukkan bahwa
lim f(g(x)) = f(L)

Pernyataan kedua dalam Teotema D menyusul dari pengamatan bahwa jika g konti-
nu di ¢, maka L = g(c). L ]

SOAL-SOAL 2.7

Dalam Soalsoal 1-14, nyatakan apakah
fungsi yang ditunjukkan kontinu atau tidak
di 2: jika takkontinu jelaskan sebabnya.

e
LS =4 -2k 12
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4900 = /x~1
5. k) = /x—3
6. h(x) = |3 = 5x3(
7. /O=11
8 /W=1—4
38
9. g(1) = 2
-8
10. g(r)=ﬁ
8
T jikar#2
12 jika ¢ =2

4 -8
jika 2
12, k() = t~2 st #
jika t =2
(x+3 jikax<?2

BS =y jika x> 2
344 jika xs2
. f0 = -2 jika x> 2

Dalam Soalsoal 15-20, fungsi yang diberi-
kan tidak terdefinisi di suatu huk !en.cntu
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7
25. f(u) = —
Je Juts
w1
26..9(1) =
o f+l
1
27 F(x) = s
W=

x dikax <0
29. f(x)={xz jika0<x <t

2~ xjikax > 1

x?  jikax <0
30.0(x)={—x ka0 x<i

x  jkaxs

W S@ =[]
RNog)=[+4)

33. Sketsakan grafik sustu fungsi f
yang memenuhi semua persyaratan ber-
ikaut.

(a) Daerah asalnya adalah [~2; 2],

®) A-2y=A-1)=f1)=f2)=1.

seharusnya
di sana agar kontinu pada titik itu? (Lihat
Contoh 1).

x2 -9 9x2 4
Bf@="—y 1690 =3
t 1 sin ¢
17, f(6) = 18. g(0) = —
A Jo1
X+ 2% -3
19 400 = 7
21
.- o5

Dalam Soal-soal 21-32, di titik-titik mana,
jika ada, fungsi takkontinu?

2x + 3
WS =
2 g = 55—
i T

B O =2 —-2+5
1

VS

. 90) =

@© T inu di —1 dan 1.
(@) Kontinu kaman di -1 dan kontinu ,
kiri di 1.
34. Andaiken
x jika x rasional
Sty = { ~x jika x tak rasional

Sketsekan grafik fungsi ini sebaik mung-
kin dan tentukan di mans fungsi kontinu?

38 Gunakan teorema Nilai Antam
untuk membuktikan bahwa x3 +3x — 2=
0 mempunyai akar ril antara 0 dan 1.

36. Perlihatkan bahwa persamaan
x* + 4x® - 7% + 14 = 0 mempunyai pa-
ling sedikit satu akar riil, Petunfuk: Teore-
ma Nilai Antara.

37. Buktikan bahwz f kontinu di ¢
jika dan hanya jika llmf(l*c) Ae).

38. Buktiken bahiwa jika £ kontinu di
¢ dan flc) > 0, maka terdapat suatu selang
(e — &, ¢ +8) sedemikian sehingga flx) >0
pada selang ini.

39. Buktikan bahwa jika f kontinu
pada [0, 1] dan memenuhi 05 f(x)<1
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di sana, maka f mempunyai fitik tetap —
yakni, terdapat suatu bilangan ¢ dalam
[0, 1] sedemikian sehingga flc) = ¢. Pe-
tunjuk: Terapkan Teorema Nilai Antara
terhadap glx)=x — flx).

40, Cari nilai-nilai o dan b sehinggs
fungst’ berikut kontinu di mana-mana.
x4 1 jikax<1
f() ={ax + b jika 1gsx<2

3x jika x 22

41. Seutas kawat elastis merentang
pada interval [0,1] dengan wjung-ujung
yang bebas. Kawat tersebut berkontraksi
{mengerut) sehingga mencapai interval
{g, b}, @50, b= 1. Buktikan bahwa dari
hasil ini ada suatu titik pada kawat (tepat-
nya hanya satu titik) yang tetap di tem-
pat semula, Lihat Soal 39

42. Apabila f kontinu pada [0,1)
dengan f(0) = f{1) = 0, buktikan bahwa
grafik f berbentuk seutas tali (potongan
garis dengan kedua ujungnya pada grafik)
dengan panjang W, di mana W merupakan
bilangan yang berada di antara 0 dan 1.

43. Gunakan Teorema Nilai Antara
untuk menunjukkan bahwa selalu ade dua
titik pada suatu cincin kawat melingkar
yang bersuhu sama. Petunjuk: Ambil
pusatnya pada titik asal dan wmpamakan
§ sebagai sudut yang dibentuk garis
tengahnya dengan sumbu x, kemudian de-
finisikan A8).

44. Mulai pukul empat pagi, seorang
biarawan secara perlahan mendaki puricak
suatu gunung dan tiba pada sore harinya.
Pada hari berikutnya ia turun kembali de-
ngan menelusuri jalan yang sama mulai
pukul lima pagi dan tiba di bawah pada
pukul sebelas pagi. Tunjukkan bahwa
pada beberapa titik di sepanjang jalan,
jam tangannya menunjukkan waktu yang
sama pada kedua hari itu.

45. Buktikan bahwa setiap kawasan
dapat dikelilingi oleh suatu empat persegi
panjang. Dengan kata lain, andaikan D
adalah suatu kawasan sembarang pada

101

kuadran  pertama dan ada sudut
8, 0 < 6 < a/2, D dapat dikelilingi oleh
suatu persegi-panjang yang salah satu sisi
nya bersudut 8 terhadap sumbu-x seperti
tampak pada Gambar 8. Buktikan bahwa
persegi-panjang itu berupa empat persegi
panjang.

y

‘GAMBAR 8

46. Tunjukkan bahwa bila kita me-
ngetahui nilai-nilai dari suatu fungsi kon-
tinu merupakan bilangan rasional, kita
dapat mengetahui nilai-nilainya di mana-
pun jugs. Dengan kata lain, buktikan
bahwa bila f dan ¢ merupakan fungsi-
fungsi kontinu dan f{x) = g(x) untuk se-
tiap x di Q (rasional), maka f{x) = g(x)
untuk setiap x di

47. Diketahui fix + ») = flx) + A}
untuk sctiap x dan ¥ di R dan andaikan
f kontinu pada x = 0.

(a) Buktikan bahwa f kontinu di mana

saja.

(b) Buktikan bahwa ada suatu konstan-
ta m yang scdemikian rupa schingga
At) = mt untuk setiap ¢ di K (lihat Soal
43 pada Bagian 2.1).

48. (Soal yang terkenal). Diketahui
Ax) = 0 apabila x tak-rasional dan fix) =
1/q apabila x merupakan bilangan rasio-
nal p/q yang diperkecil (q > 0).

(a) Sketsa (sebaik mungkin) grafik [
pada (0,1).

(b) Tunjukkan bahwa f/ kontinu di se-
tiap bilangan tak-rasional pada (0,1) akan
tetapi tak kontinu di setiap bilangan
rasional pada (0,1).
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2.8 Soal-Soal Ulangan Bab
KUIS BENAR-SALAH

Jawablah dengan benar ateu salah terhadap tiap pernyataan berikut. Betsisplah untuk
mempertahankan jawab anda.

1. Persamaan xy +x? = 3y menentukan suatu fungsi dengan rumus berbentuk y = f{x).
2. Persamaan xp? +x? = 3x menentukan suatu fungsi dengan rumus y = f(x).

3. Daerah asal natural dari

adalsh selang [0, 4).

. Daerah hasil dari f{x) = x* — 6 adalah selang [—6, ),

. Jumlah dua fungsi genap (dengan daerah asal sama) adalah fungsi genap.
. Hasilkali dua fungsi ganjil (dengan daerah asal sama) adalah fungsi ganjil.
Fungsi fix) = (2x® +x)/(x? + 1) adalah ganjil,

Jika daerah hasil suatu fungsi hanya terdiri atas sebuah bilangan, maka dacrah asa-
nya juga hanys terdiri dari sebuah bilangan.

IS

PIEE

hd

Jika dacrah sel suatu fungsi paling scdikit mengandung dua bilangan, maka darah
hasilnya juga mengandung paling sedikit dua bilangan.

10. Jika g(x) = {x/2],. maka g{-1,8)= 1.
11, Jika fx) = x* dan g(x) = x>, maka fo g=go 1

12 Jika 7 dan g mempunyai daerah asal sama, maka f/g juga mempunyai daerah asal
tersebut,

13. Jika grafik y = flx) memotong sumbu-x dix = 4, maka grafik y = flx + h) memotong
sumbux dix=a - A

14. Kotangen adalah fungsi ganjil.
15. Daerah asal natural dari fungsi tangen adalah himpunan semua bilangan riil.
16. Jika cos s = cos f, maka = 1.
17. Jika lim fx) = L, maka f(c) = L.
x7e¢

18. Jika flc) tak terdefinisi, maka lim f(x) tidak ada,
x—c

19. Koordinat-koordinat dari lubang dalam grafik dari y = adalah (5, 10).

20. Jika p(x) adalah polinom, maka lim p(x) = p(c).
xe
21. Jika lim f{x) = lim f(x ), maka fkontinu di x = c.
x-e x>
22. Fungsi flx) = [x/21 kontinu dix = 2,3,
23. Jika lig flx) = A2) > 0, maka f(x) < 1,001 f2) untuk semua x dalam suatu selang
x¢

yang memuat 2.

24, Jika lim [fx) + g(x)] ada, maka lim f(x) dan lim g(x) keduanya ada.
x¥e x—¢ xrc
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25, Jika 0 < f(x) < 3x* + 2x* untuk semua x, maka lim flx) = 0.
x>0

26.

S

27.

]

28.

@

o
3

. Jika lim fix) = b, maka lim |fix)l = |b).
e x—a "

Jika lim flx) = L dan lim f(x)= M, maka L =M.
X x>a
Jika f(x) # g(x) untuk semua x, maka lim f(x) # lim g(x)
x=c xre

Jika f{x) < 10 untuk semua x dan lim Ax) ada, maka lim f{x} < 10.
X2 X2

30. Jika f kontinu dan positif pada [a, ), maka 1/f harus menerima semua nilai antara

1/f(a) dan 1/f(b).

SOAL-SOAL ANEKA RAGAM '}
1. Untuk fix) = Ltx + 1) ~ 1fx,
car tiap nilai (ika mungkin).

(@) 7(1) M fi—H
@ 10 - @ fe—1

© f(:)

Untuk g(x) = (x + 1)/x, cari dan
sederhanakan.

@ 9@ ®) o)
g2+ h) —g)
(©) gl @/—Mh
#3. Uraikan daerah asal natural dari
tiap fungsi.
@ S = 5~ ®) o) = JE—

©) hx)

12x + 3]

4. Di antara fungsi-fungsi yang ber-
ikut mana yang ganjil? Yang genap? Tidak
ganjil maupun genap?

Ix s
@ s =
(b) g(x) = }sin x| + cos x
(€} hx) = x* +sinx

x+1
@K =g
S. Sketsakan grafik tiap fungsi ber-

ikut,
@ [ =x" -1

x
® o9 =

Loong

L jika 0<x<2
© ""‘)‘{6- X jika x >2

6. Andaikan bshwa f fungsi gemap
yang memenuhi flx) = —1 + +/x untuk
x 3 0, Sketsakan grafik funtuk -4 < x < 4.

7. Sebuah kotak terbuka dibuat de-
ngan memotong keempat pojok selembar
papan ukuran 24 cm kali 32 cm berupa
bujur sangkar dengan sisi x cm, dan kemu-
volume V{(x) dalam bentuk x. Apakah
daerah asai untuk fungsi ini?

8, Andaikan fix) = x — 1/x dan
g(x)=x2 + 1. Cari tiap nilai
@ (f +9)2 ®) (f-9)2

©) ([ )2} @ @ N2
[OFACH] @ @+ 8@

9. Sketsakan grafik masing-masing

yang berikut, dengan memanfaatkan peng-

geseran.

@ y=3F

© y=—1+§x+27
\10) Andaikan fix) = VI8 — x dan

#x) = x*. Apakah daerah asal masing

‘masiag yang berikut?

@ f ) o9

© gof

11. Tuliskan F(x) = /1 + sin? x se-

© y=itx+ 22

bagai komposit dari empat fungsi,
fogohok.,

12. Hitung yang berikut tanpa me-
makai kalkulator atau tabel,




9n
(@) sin(570°) ) w8(7)
—13x
6
13. Jika sin ¢ = 0,8 dan cos ¢ <0,
cari tiap nilai,
(a) sin(—1)
d(c) sin 2t

© eos(g - ,)

14. Tuliskan sin 37 dalam bentuk sin
t Petunjuk: 3t=2t+ 1

©) sin*(5) + cos*(5)  {(d) mS(

Ub) cost
(d) tan r

(F) sin(z + 1)

3) Seekor lalat hinggap pada ruji se-
buah™Foda yeng berputar pada laju 20
putaran tiap monit. Jika jaridari roda ade-
h 9 inci, berapa jauh yang ditempuh
alat dalam 1 detik?

Dalam Soslsoal 1627, carilah limit yang
ditunjukkan atau nyatakan jika tidak ada.

2 -
16. lim £
P

1
w4+l

25, lim B—'
x=0- X

@ lim [4x]

x~uzr
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27. lim ([e] - )
2

Andaikan

£ jikax < -1

f=1x jika-l<x<l
1—xjika x2 1

Cari tiap nilai. (a) f(1) © (b) lim f(x) ©
a1t

© lim f(x)4 @) lm f(x) -
P PR

29( Kembali ke £ dari Soal 28, (a) Be
rapa nilainilai x tempat f takkontinu?
(b) Bagaimana f seharusnya didefinisikan
di x = —1 agar kontinu di sana?
305 Berikan definisi £, & dalam tiap
sus,

() lim gu) = by lim f0) =

31, Jika lim fix} = 3 dan lim g{x) =
x3 x=3

—2 dan jika g kontinu di x = 3, cari tiap
nilai,

@ lin;[lf (x) — 4g(x)]

© 93)

" (@) tim g7

(© tim /7700 ~ g () tim 29O
%3 =3 f(x)

32. Sketsakan grafik suatu fungsi f
yang memenuhi semua persyaratan ber-
ikut.

(a) Daerah asal adalah [0, 6].

(b) f(0) = f12) = fl4) = fi6) = 2.

(¢} fkontinu kecuali dix =2.

(d) lim fTx) = | dan lim f{x)=3.
x=1 x5

33, Andaikan
~1 jika x50
fx)={ax +bjika0<x <1
1 jika xx21

Tentukan « dan b sehingga f kontinu di
mana-mana.

Gunakan Teorema Nilai Antara
unt membuktikan bahwa persamaan
x5 — 4x® — 3x + 1 = 0 paling sedikit
mempunyai satu akar antara x = 2 dan
x=3



