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3.6 Notasi Leibniz

Penemuan Leibniz letaknya dalam arah di mana semua
perkembangan modern dalam ilmu terletak, dalam mem
bangun ketrampilan, simetri, dan harmoni, yaitu, sifat
mencakupi dan ketajaman — ketimbang menagani masa-
lah-masalah tunggal, yang penyelesaiannya para pengikut
segera mencapai ketrampilan yang lebih besar daripada
dirinya sendiri.

g _ Gottfried Wilhelm Letbniz
| A 1646-1716
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3.1 Dua Masalah Dengan Satu Tema

Masalah pertama kita sangat tua: ia sudah dimasalahkan sejak ilmuwan besar Yunani
Archimedes (287-212 SM). Yang dimaksud adalah masalah garis singgung.

Masalah kita yang kedua lebih baru. Masalah ini muncul dari percobaan oleh Kepler
(1571-1630), Galileo (1 564-1642), Newton (1642-1727) dan lainnya ufituk melukiskan
kecepatan sebuah benda bergerak. Ini adalah masalah kecepatan sesaat.

Dua masalah itu, satu geometri dan lainnya mekanis, kelihatannya tidak ada hubung-
annya. Dalam hal ini, kelihatannya -memperdayakan. Kedua masalah itu merupakan
kembaran yang identik.

Garis si iP
Garis singgung di £ inggung di
GAMBAR 1 GAMBAR 2

GARIS SINGGUNG  Gagasan garis singgung
dari Euclides sebagai suatu garis yang memo-
tong suatu kurva pada satu titik, benar untuk
lingkaran-lingkaran (Gambar 1) tetapi sama
sekali tidak memuaskan untuk kebanyakan
kurva-kurva lain (Gambar 2). Gagasan bahwa
} Talibusur garis singgung pada suatu kurva di P adzlah garis
yang paling menghampir kurva dekat P adalah
Garis lebih baik, tetapi masih tetap terlalu samar-
singgung samar untuk ketaksamaan matematis. Konsep
limit menyediakan suatu cara mendapatkan

uraian terbaik.

Garis singgung adalah posisi Andaikan P adalah suatu titik tetap pada
pembatas garis tatibusur sebuah kurva dan andaikan Q adalah sebuah
GAMBAR 3 titik berdekatan yang dapat dipindah-pindah-

kan pada kurva tersebut, Gars yang melalui
P dan Q, disebut talibusur, Garis singgung
d P adalah posisi pembatas (jika ada) dar
talibusur itu bila @ bergerak ke arah P se-
panjang kirva (Gambar 3).
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v Y=l Andaikan kurva tersebut adalah grafik dar
persamaan y = f{x). Maka P mempunyai koor-

Talibusur dinat (¢, f{¢)), titik Q di dekatnya mempunyai

koordinat (c + A, f(c + h)), dan talibusur yang

melalui P dan Q mempunyai kemiringan®* m

Goarls yang diberikan oleh (Gambar 4)

singgung

fle+h)—flo)

{c+h, fle+hm)

_ e+~ 1
h

c c+h x Myeo

GAMBAR 4

Akibatnya, garis singgung — Jika tidak tegaklurus — adalah garis yang melalui P dengan
kemiringan mg, yang memenuhi

&
£ ’9;'1"—

}f g
AP

CONTOH 1 Cari kemiringan garis singgung pada kurvay =f (x) = x? di titik (2, 4).

Penyelesaian Garis yang kemiringannya kita cari diperlihatkan pada Gambar 5. Jelas ia
mempunyai suatu kemiringan positif yang besar.

v
My, = lim
h—=0
2 _ 52
lm(2+h) 2
3 a0
2 . 4+ 4h+ K-
= lim
0 h
! L )
-1 1 2 x o A
=4 ™

fQ+hm-f2)
h

4 2,4

GAMBAR §

CONTOH 2 Cari kemiringan garis singgung pada kurva y = f{x) = — x? + 2x + 2 pada titik-
titik yang koordinat-x-nya —1, 3, 2, dan 3.

Penyelesaian Ketimb t empat perhitungan terpisah, kelihatannya lebih bijak-
sana untuk menghm.mg kemitingan itu di titik yang koordinat x-nya di titik ¢ dan ke-
mudian mendapatkan empat jawab yang diinginkan dengan cara (substitusi).

*) Di sini kemiringan menerjemahkan pengertian “slope’; para penulis lain ada yang
menggunakan tanjakan®, “lereng.
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My = lim
h=0

Je+h—f)
h

—(C+RP A+ +2 (=t +2c+2)

= lim

=0 h
L —c?~2h-K +2+2h+2+c2—2-2

= lim

¢ h=0 h

. A(—2c—h+2)

= lim ——————

' ey #
=—-2c+2

y=—x2+2x+2
GAMBAR 6

Keempat kemiringan yang diinginkan (diperoleh dengan menetapkan ¢ = —-1,4,2,3) ada-
lah 4, 1, -2, dan —4. Jawaban ini memang bersesuaian dengan grafik pada Gambar 6. |

CONTOH 3  Car persamaan garis singgung pada kurva y = 1/(2x) di titik (—‘z-, 1) (lihat
Gambar 7).

Penyelesaian ! 1
o = tim L&D =SB
h=0 h
LI
v - lim 26+ hz 2(h)

h=0

i 1= L+ 28)
o TH + 2k
—lim =2
% (T 28
-2

=lim— = —
GAMBAR 7 lim 5
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Dengan mengetahui kemiringan garis (m = —2) dan titik (— 1) pada garis itu, secara mudah
kita dapat menuliskan persamaannya dengan memakai bentuk kemiringan titik y — y, =

m(x — x,). Hasilnya adalahy — 1 = —-2(x — 2), ™

KECEPATAN SESAAT Jika kita mengendarai sebuah mobil dari satu kota ke kota lain
yang berjarak 80 km dalam waktu 2 jam, maka kecepatan rata-rata kita adalah 40 km
tiap jam, Artinya, kecepatan rata-rata adalah jarak antara posisi pertama ke posisi kedua
dibagi dengan waktu tempuh.

Tetapi selama perjalanan penunjuk laju

(speedometer) sering tidak menunjukkan angka
. 40 km. Waktu baru berangkat, 0 km; kadang:
Detik pertama kala kecepatan naik sampai 57 km; akhimya
16 " jatuh ke angka O lagi. Jadi apa yang diukur
! oleh pengukur laju? Tentu saja bukan kecepat-
an rata-rata,
32 Ambil contoh yang lebih persis, yaitu se-
Detik kedua 5= 1612 buah benda P yang jatuh dalam ruang hampa
udara, Percobaan menunjukkan bahwa apabila
mulai jatuh dari keadaan diam, P jatuh sejauh
16t* meter dalam ¢ detik. Jadi benda ini jatuh
64 sejauh 16 meter dalam detik pertama dan
64 meter dalam dua detik yang kedua (Gam-
bar 8); jelaslah bahwa P jatuh makin cepat
dengan berlalunya waktu.

Selama detik kedua (yakni, dalam selang
GAMBAR 8 waktu mulai ¢ = 1 sampai = 2}, P jatuh sejauh

(64 — 16) meter. Kecepatan rata-ratanya adalah

64 — 16

Yrata-rata — 21

= 48 meter/detik

Selama selang waktu dari ¢ = 1 sampai ¢ = 1,5, P jatuh sejauh 16(1,5)> — 16 = 20 meter.
Kecepatan rata-ratanya adalah

16(1,5% - 16 20
Yratarata = %’1‘— = 05 = 40 meter/detik

Demikian pula, pada selang waktu ¢ = 1 sampai ¢ = 1,1 dan ¢ = 1 sampai ¢ = 1,01, kita hi-
tung masing-masing kecepatan rata-ratanya adalah

161,12 — 16 _ 3,36

Urata-rata = TR I Y 33,6 meter/detik
16(1,01)2 — 16 03216
Uratarate = (?OI)T = 001 = 32,16 meter/detik

Apa yang telah kita lakukan adalah menghitung kecepatan rata-rata selama selang
waktu yang semakin singkat, masing-masing mulai pada ¢ = 1. Semakin pendek se-
lang waktu, semakin baik kita menghampiri kecepatan yang °benar’ pada saat ¢ = 1.
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Dengan memperhatikan bilangan-bilangan 48;
ro 40; 33,6; dan 32,16; anda mungkin menerka
kecepatan sesaatnya adalah 32.

Tetapi marilah kita lebih tepat. Andaikan
A bahwa sebuah benda P bergerak sepanjang
c+h garis koordinat sehingga posisinya pada saat

¢ diberikan oleh s = f(f). Pada saat ¢ benda ber-
ada di f{c); pada saat yang berdekatan ¢ + h,
ia berada di flc + k) (lihat Gambar 9). Jadi
kecepatan rata-rata pada selang ini adalah

Perubahan wak tu

flc}

Perubahan
posisi _ fle+h) —f()

vl‘l‘ﬂ'l‘l‘l - 4—-—h-r
P ric+h)

Dan sekarang kita definisikan kecepatan sesaat
»7’ di ¢ oleh

GAMBAR 9

Dalam hal di mana f(r)= 16¢%, kecepatan sesaat pada ¢ = 1 adalah

v = lim fa+ ’;l)-f(l)
h—0
2 _
— lim 16(1 + hy 16
h=0 h
.16 + 32h 4+ 16h* — 16
=lm——
0 h

= lim(32 + 16h) = 32

h-0

Ini membenarkan perkiraan kita sebelumnya.

Sekarang anda dapat melihat mengapa kita menyebut kemiringan dari garis singgung
dan kecepatan sesaat adalah kembaran identik. Lihatlah dua rumus dalam kotak pada pasal
ini. Mereka memberikan nama berlainan untuk konsep yang sana.

CONTOH 4 Hitunglah kecepatan sesaat dari sebuah benda jatuh, beranjak dari posisi
diam pada ¢ = 3,8 detik dan pada ¢ = 5,4 detik.

Penyelesaian Kita hitung kecepatan pada ¢ = ¢ detik.

ol [C WSO
0 h
. 16(c + h)* — 16¢c*
= lim ——————
h—0
. 16¢? + 32ch + 16h? — 16¢*
= lim
"o h

= lim(32¢ + 16h) = 32¢
W0
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Dengan demikian, kecepatan pada 3,8 detik adalah 32(3,8) = 121,6 meter/detik;
pada 5.4 detik, adalah 32(5,4) = 172,8 meter/detik. ]

CONTOH §  Berapa lama waktu yang diberlukan oleh benda jatuh pada Contoh 4 untuk
mencapai kecépatan sebesar 112 meter/detik?

Penyelesaian  Kita pelajari dalam Contoh 4 bahwa kecepatan setelah ¢ detik adalah 32¢.
Jadi kita harus menyelesaikan p 32c¢= 112, Penyelesaiannya adalah c= 442 =
3,5 detik. |

CONTOH 6 Sebuah partikel bergerak sepanjang garis koordinat dan s, jarak berarah dalam
sentimeter yang diukur dari titik asal ke titik yang dicapai setelah ¢ detik, diberikan
oleh s =\/§ + 1. Hitunglah kecepatan partikel pada akhir 3 detik,

Penyelesaian
» = lim Lﬁ"’;l)__ﬂ
h=0
— 3 1
- lim 5(3+h)+:l 5(3) +
h-0Q
. 16 + 5h — 4
=limY—mH70-«F7F—
k=0

Untuk menghitung limit ini, kita vasionalkan penyebut (dengan mengalikan pembilang
dan penyebut dengan /16 + 5k + 4). Kita peroleh

. (‘/16+5h—4 \/16+5h+4>
v = lim -

h=0 h 16 + 5h + 4
i 16 + 5h — 16

= lim ——=m————
n~0 h(3/16 + 5h + 4)
. 5 5

=lim ——=
o /16 +5h+4 8

Kita simpulkan bahwa kecepatan pada akhir 3 detik pertama adalah § cm/detik. ]

LAJU PERUBAHAN Kecepatan adalah satu-satunya dari sekian banyak laju perubahan
yang amat penting dalam pelajaran ini; kecepatan merupakan laju perubahan jarak ter-
hadap waktu. Laju perubahan lainnya yang penting bagi kita adalah kepadatan dari suatu
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kawat (laju perubahan massa terhadap jarak), pendapatan marjinal (laju perubahan pen-
dapatan terhadap beberapa jenis produk) dan arus listrik (laju perubahan muatan listrik
terhadap waktu). Contoh-contoh lainnya akan kita temui pada kelompok soal dan di se-
tiap soal akan kita bahas laju perubahan rata-rata dan laju perubahan sesaat. Istilah laju
perubahan tanpa ada keterangan apa-apa akan diartikan sebagai laju perubahan sesaat.

SOAL-SOAL 3.1
Dalam Soalsoal 1-2, digambar suatu garis
singgung pada kurva. Taksir kemiringannya | 4. y
(kemiringan = naik fjarak). Perhatikan per-
bedaan skala pada kedua sumbunya. N
14
1.
5 \
] 3
-]
] t
N /- 3 45 x
NG
P |
t §
3 x s, y
L /
2 y o ny N y
4
| WU Ep— e — 4
L agf _ 3
8 - 21—t~
€ +
A \ :
1 | %
- Lo \
1 3465 x 6. v
Dalam Soalsoal 3-6, gambar garis sing \®
gung pada kurva melalui titik yang di-
tunjuk dan taksir kemiringannya. 2
\ /
L I L4 i
N ! 7 3 4 8 %
. \ I i 7. Pandangy =4 — x*.
= > \ ! o (a) Sketsakan grafiknya seteliti mung-
Loly N\ kin.
P N | (b) Gambar garis singgung di titik
1 5 x (3,-5).
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(c) Taksir kemiringan garis singgung
ini.

(d) Hitung kemiringan talibusur yang
melalui titik (3, —5) dan (3, 01;
4-3,01%).

(e) Cari kemiringan sebenamya dari
garis singgung di titik (3, -5)
dengan memakai proses limit
(lihat Contoh 1).

8. Pandangy=x> + 1.
(a) Sketsakan grafiknya,
(b) Gambar garis singgung di titik
@2,9).
(c) Taksir kemiringan garis singgung
ini.
(d) Hitung kemiringan talibusur yang
melalui titik (2, 9) dan (1, 999;
1,999% +1).
Gunakan proses limit untuk men-
cari kemiringan yang sebenamya
dari garis singgung di titik (2, 9).

(e

-~

9. Cari kemiringan garis singgung
pada kurva y = x> — 3x + 2 di titik-titik
dengan x = —2; 1,5; 2,5 (lihat Contoh 2).

10, Cari kemiringan garis singgung
kurva y = x* — 2x di titik-titik dengan x =
-3;1,5;0,3.

11. Sketsakan grafik y = 1/(x + 1)
dan kemudian cari persamaan garis sing-
gung di titik (1,4) (lihat Contoh 3).

12. Cari persamaan garis singgung
pada y = 2/(x — 2) di titik (0, —1).

13. Anggap sebuah benda jatuh akan
jatuh 16¢* meter dalam ¢ detik.

(a) Seberapa jauh ia akan jatuh antara
t=3dan ¢t=4?

(b) Berapa kecepatan rata-rata pada
selang 3 < r<<4?

(c)

Berapa kecepatan rata-rata pada
selang 3 <1< 3,02?

(d) Cari kecepatan sesaat pada ¢ = 3
(lihat Contoh 4).

14, Sebuah benda menjelajahi2 garis
sehingga posisi s nya adalah s = 2¢° + 2
meter setelah ¢ detik.

(a) Berapa kecepatan rata-rata
pada selang 2 <t <3?
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(b) Berapa kecepatan rata-rata pada
selang 2 < ¢ < 2,0017

(c) Berapa kecepatan rata-rata pada
selang 2 < r <2+ A?

(d) Cari kecepatan pada = 2.

15. Andaikan sebuah benda bergerak
sepanjang sebuah garis \/? meter dalam ¢
detik. .
(a) Cari kecepatan sesaat pada t = ¢,
c>0.

(b) Bilamana benda ini mencapai kecepat-
an} meter/detik? (lihat Contoh §).

16. Jika sebuah partikel bergerak se-
panjang garis koordinat sehingga jarak ber-
arah dari titik asal ke titik setelah ¢ detik
adalah (—r% + 4r) meter, kapan partikel
akan berhenti (yaitu, bilamana kecepatan-
nya menjadi nol)?

17. Suatu kultur bakteri tertentu ber-
kembang sehingga mempunyai massa se-
besar %12 + 1 gram setelah ¢ jam.

(a) Seberapa banyak kultur ini ber-
kembang selama selang 2 < r <
2,017

(b) Berapa laju perkembangan rata-
rata selama selang 2 <t < 2,017

(¢) Berapa laju perkembangan pada
t=2?

18. Sebuah bisnis berhasil baik se-
demikian sehingga keuntungan total (ter-
akumulasi) setelah ¢ tahun adalah 10007
rupiah,

(a) Berapa besar keuntungan selima ta-
hun ketiga (yaitu, antara t = 2 dan ¢ =
3y

(b) Berapa laju rata-rata keuntungan (ra-
ta-rata keuntungan marjinal) selama te-
ngah tahun pertama dari tahun ketiga
(yaitu, antara = 2 dan ¢= 2,5)?

(c) Berapa laju keuntungan sesaat (ke-
untungan marjinal) pada ¢t = 27

19. Kawat sepanjang 8 sentimeter
mempunyai massa antara ujung kiri dengan
sebuah tifik sejauh x sentimeter ke kanan
seberat x® gram.
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‘4——-)( cm——————" 800
OO
¢ 600 N
Berat massa adalah x* 9 % N
= N
GAMBAR 10 g 400 A
F]
(a) Berapa kepadatan rata-rata dari per- £ 200 |
tengahan ruas 2-sentimeter kawat ini%
Kepa{datan rata-rata sama de- 2 8 I 6 20 24
ngan massa/panjang,
R Waktu dalam jam
(b) Berapa kepadatan sebenarnya di titik GAMBAR 11

berjarak 3 cm dari ujung kiri?

20. Andaikan pendapatan dalam ru-
piah dari produksi x kilogram suatu barang
diberikan oleh R(x) = 0,5x — 0,002x?.
Cari laju perubahan sesaat dari pendapatan
bilamana x = 10; bilamana x = 100. (Laju
perubahan pendapatan sesaat disebut pen-
dapatan marjinal).

21, Berat dalam gram dari suatu tu-
mor yang membahayakan pada saat ¢
adalah W(r) = 0,2t> — 0,09¢, dengan ¢
diukur dalam minggu. Cari laju pertumbuh-
an tumor bilamana ¢ = 10.

22. Sebuah kota dijangkiti oleh epide~
mi influenza, Petugas menaksir bahwa ¢
hari setelah mulainya epidemi, banyaknya
orang yang sakit flu diberikan oleh p(#) =
120¢* — 2¢°, asalkan bahwa 0 < 1< 40.
Dengan laju berapa flu menular pada saat
1=10,¢=20; =407

23. Grafik pada Gambar 11 menun-
jukkan jumlah air yang tersedia di dalam
tangki air di suatu kota selama 24 jam, di
mana tidak ada air yang dipompakan lagi

ke dalam tangki. Berapakah laju perubah-
an air rata-rata selama 1 hari? Seberapa
cepatkah air dipergunakan pada pukui 8?7

24, Laju perubahan muatan listrik
terhadap waktu dinamakan arus listrik.
Apabila § > + ¢ coulomb muatan meng-
alir melalui suatu kawat penghantar
dalam ¢t detik, tentukan besarnya arus
listrik’ dalam ampere (coulomb per detik)
setelah 3 detik. Kapankah suatu sekering
20 ampere yang dipasang pada saluran itu
akan putus?

25. Jari-jari suatu tumpahan minyak
yang berbentuk lingkaran berkembang
pada laju yang tetap 2 kilometer per hari.
Pada laju berapakah daerah tumpahan itu
berkembang 3 hari setelah tumpahan itu
terjadi?

26. Tentukan laju perubahan luas
suatu lingkaran terhadap kelilingnya pada
saat panjang garis kelilingnya 6 cm.

3.2 Turunan

Kita telah melihat bahwa kemiringan garis singgung dan kecepatan seseat adalah mani-
festasi dari pemikiran dasar yang sama. Laju pertumbuhan organisme (biologi), keuntungan
marjinal {ekonomi), kepadatan kawat (fisika), dan laju pemisahan (kimia) adalah versi-
versi lain dari Konsep yang sama. Pengertian matematis yang baik menyarankan agar
kita menelaah konsep ini terlepas dari kosa kata yang Khusus dan terapan yang beraneka
ragain ini. Kita memilih nama netral turunan (derivatif), Ini merupakan kata kunci dalam

kalkulus selain kata fungsi dan limit.
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Jika limit ini memang ada, maka dikatakan bahwa f terdiferensialkan (terturunkan)
di ¢ Pencarian turunan disebut pendiferensialan; bagian kalkulus yang berhubungan
dengan turunan disebut kalkulus diferensial.

CONTOH-CONTOH YANG MEMBANTU MENJELASKAN

CONTOH 1 Andaikanf(x) = 13x ~ 6.Carif'(4).

Penyelesaian
1@ = i JEER ZJ@ 36+ ) - 6] — [134) - 6]
B0 h o A
=liml§£=1iml3=13 -
h=0 h—0

CONTOH 2 Jika f(x) = x* + 7x, carif(¢).

Penyelesaian

£10) = lim fle+h) —flo)
h=0 h
— lim [tc + B + e+ h)] — [+ 7]
0 h
— lim 3c*h + 3ch* + h* + Th
h=0 h

=limQ3c? + 3ch + h* + 7)
h=0

=32 +7 n

CONTOH 3 Jika f(x)= 1/x, carif’(x).

Penyelesgian  Perhatikan perubahan halus dalam cara contoh ini dinyatakan. Sedemikian
jauh kita telah memakai huruf ¢ untuk menyatakan suatu bilangan tetap pada mana ]
turunan harus dihitung. Sesuai dengan itu, kita telah menghitung f’(c). Untuk meng- 5
hitung f'(x), cukup kita bayangkan x sebagai sebuah bilangan tetap, tetapi sebarang |
dan meneruskan seperti sebelumnya. i

Y
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!
£7(x) = lim S+ =Sy x+h x
h=0 h 0
L [x—Gx+hm L] —h 1
_},‘f'(‘,[ G+ hx 'h] _},T:,[(x+h)x h

. -1 -1
=},l_.n(l)(x+h)x_ x2

Jadi f* adalah fungsi yang diberikan oleh/ "(x) = —1/x? Daerah asalnya adalah semua
bilangan riil kecuali x = 0. 1

CONTOH 4 Cari turunan dari Fjika F(x) = /X, x > 0.

Penyelesaian F'(x) = lim Flx + ) — F(x)
k-0
. . Xt ha— \/;
! = lim e
h=0

—gc

Sejauh ini anda telah perhatikan bahwa p jan turunan selalu menyangkut
pengambilan limit suatu hasilbagi di mana pembilang dan penyebut keduanya me-
nuju nol. Tugas kita adalsh menyederhanakan hasilbagi ini sehingga kita dapat men-
coret faktor h dar pembilang dan penyebut, jadi memungkinkan kita untuk meng-
hitung limit. Dalam contoh yang sekarang,ini dapat dilaksanakan dengan merasional-
' kan pembilang.

Fo) = lim [,/x+ —\/;_,/x+h+\/;]
0 h Jx+h+ Jx

- lim x+h—-x
w0 (/% + h + /%)
h

= lim —————m=

bf(l)h(,/x+h+\/;)
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1
= lim ————=
B0 /X + X+ h+ f
. 1 _ 1

x+Sx 0 2/x
¥ Jadi, F'—turunan dari F- diberikan oleh F'(x) = 1/2\/;. Daerah asalnya adalah
(0, o). []

BENTUK-BENTUK YANG SETARA UNTUK TURUNAN Tidak ada yang keramat ten-
tang pemakaian huruf # dalam mendefinisikan f"(c). Misalkan, pethatikan bahwa

f(C+ h) S

S =
f (c+ p) f©
P-*O
c+s (4
jim £ ) 1
=0
4
¥ {c+h flcthh
flc+m —flel flx} —fle)
{e, fich (e, fle))
i
t
L 1 1 |
c c+h x c x x
GAMBAR 1 GAMBAR 2

Perubahan yang lebih radikal, tetapi masih tetap hanya suatu perubahan cara pe-
nulisan, mungkin dipahami dengan bandingkan Gambar 1 dan Gambar 2. Perhati-
kan bagaimana x mengambil tempat ¢ + A, sehingga x — ¢ menggantikan A. Jadi,

Dalam nada yang serupa, kita boleh menuliskan |

79 = lim L0/ |
t~x 5
Ok f(x)

pox P — !

Perhatikan bahwa dalam semua kasus, bilangan pada mana f’ dihitung dipegang tetap
selama operasi limit.
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=1
h‘:?)\/x+h+\/_

N S
\/;c+\/; 2\/;

Jadi, F'—turunan dari F- diberikan oleh F'(x) = 1/2\/;. Daerah asalnya adalah
(0, ). ]

BENTUK-BENTUK YANG SETARA UNTUK TURUNAN Tidak ada yang keramat ten-
tang pemakaian huruf h dalam mendefinisikan f'(c). Misalkan, perhatikan bahwa

o = GRS h) fl©)
_ limf(c+p)—f(C)
-0 14
lim L€ s) — f(c)

50 s

y lc+h fle+m

Fle +h —fle) fix) —flc)

GAMBAR 1 GAMBAR 2

Perubahan yang lebih radikal, tetapi masih tetap hanya suatu perubahan cara pe-
nulisan, kin dipahami dengan bandingk Gambar 1 dan Gambar 2. Perhati-
kan bagaimana x mengambﬂ tempat c + h, sehingga x — ¢ menggantikan h. Jadi,

Dalam nada yang serupa, kita boleh menuliskan

70 = tim L0 1)

lm@-—f(X)
X

pex P

Perhatikan bahwa dalam semua kasus, bilangan pada mana f* dihitung dipegang tetap
selama operasi imit.
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CONTOH 5 Gunakan hasil dalam kotak di atas untuk mencari g'(c), jika g(x) = 2/(x +3).
2 2
. - . 37.c+3
Penyelesaian g'(¢) = lim 96 — 9(9) = lim x+ et

x=c x—c x—c

— lim [Z(cur H-2Ax+3 1 ]
(x + 3)c+.3) X —c

..] “2Ax-—¢o 1
TGN r ) =

—hm——% =2
T X e+ D (c+ I

Di sini kita memanipulasikan hasil bagi sampai kita dapat mencoret suatu faktor x — ¢ dari

pembilang dan penyebut. Kemudian kita dapat menghitung limit tersebut. | |
CONTOH 6 Masing-masing yang berikut adalah suatu turunan, tetapi dari fungsi apa dan
di titik mana?
2 2
. @4+ h?-16 x 3
@ lim G =16 s 3
h=0 h x—3 -3
Penyelesaian
(a) Iniadalah turunan dari f(ix)=x2dix =4,
(b) Ini adalah turunan dari fix) = 2/x di x = 3. | |

KETERDIFERENSIALAN MENUNJUKKAN KEKONTINUAN Jika sebuah kurva
mempunyai sebuah garis singgung di sebuah titik, maka kurva itu tidak dapat melom-
pat atau sangat berayun di titik tersebut. Perumusan yang persis dari kenyataan ini merupa-
kan sebuah teorema penting.

Bukti Kita perlu menunjukkan bahwa lim f(x) = f(c). Sekarang

x—c

50 =10+ 12O o xne

Karenanya llm f{x) = lim [f(c) + &x)—-_i& (x — c)]

X

=lim f(c¢) + lim ————=—= j(x) f(c) lim(x — ¢)

x—c x-e x—=c

=S +f()-0
=f(c) ]
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Kebalikan teorema ini tidak benar.

Jika fungsi f kontinu di ¢ maka tidak

berarti bahwa f mempunyai turunan di e.

v Ini dengan mudah dapat dilihat dengan
memandang f(x) = (x| di titik asal (Gam-

bar 3). Fungsi ini pasti kontinu di nol,

tetapi tidak mempunyai turunan di sana.

Untuk melihat yang belakangan, amati

{ 1
= Y T - bahwa

fix) =ixl

. X
= lim X!
%0 a0 X

GAMBAR 3 i LSO _ X1 = 101

x»0 X

Limit ini tidak ada karena
sedangkan

Argumentasi yang baru disajikan memperlihatkan bahwa di sebarang titik di mana
fungsi mempunyai sebuah sudut yang tajam, maka fungsi tersebut kontinu tetapi tidak
terdiferensialkan. Grafik dalam Gambar 4 menunjukkan sejumlah kemungkinan,

y = f(x)

Garis singgung

vertikal
1 1 ! 1
a b c d x
| N / |
Tidak kontinu, oleh Kontinu tetapi tak Kontinu dan
karena itu tak terdiferensialkan terdiferensiaikan

terdiferensialkan
GAMBAR 4

Kita tegaskan dalam Gambar 4 bahwa turunan tidak ada di titik ¢ di mana garis
singgungnya tegak (vertikal), Ini disebabkan

fle + 1) = 1)
h

bertambah tanpa batas bila # > 0. Hal ini berkaitan dengan kenyataan bahwa kemiringan
suatu garis vertikal tak terdefinisi.
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Dalam Soal-soal 1-4, gunakan definisi

/@) = tim € 4B = 1O

A0

untuk mencari turunan yang ditunjuk
(lihat Contok 1 dan 2).

L £'(3) jika f(x) = x* — x

2. f(~2) jika f(x) = x?

3. f(—1) jika f(x) = x> + 2x?

3
4 f@ jika f(9 =

Dalam Soal-soal 5-22, gunakan f'(x) =
hm[f(x + k) — f()Yh untuk mencari

Hoo

turunan di x (lihat Contoh 3 dan 4),
5 f(x)=5x—4
6. f(x) =ax +b
7. f(x) = 8x? — 1
8 f(x)=x2+3x+4
9. f(x)=ax> +bx+¢c
10. f(x) = 2x>
. f(x) = x> — 2x

12. f(x) = x*

3
13. g(x) = 3

2

14, g(x) = ——
o) x+6
15, F()c)=xl+1
x—1
16. F(x)=x+1
2x—1
17. G(x)zx_4
2x

18. G(x) = —
x*—x

19. g(x) = /3x
1

20. g(x) = F

X

2. H(x) = 7.3:2
S
WHG) = ST 4

Dalam Soal-soal 23-26, gunakan f'(x) =
lim[f() = f(x))jz — x]  untuk mencari

—x

£'(x) (lihat Contoh 5).
23, f(x) = x? — 3x

24. f(x) = x3 + 5x

5. £ -
2. f(x) = x : 3

Dalam Soal-soal 27-36, limit yang diberi~
kan adalah suatu turunan, tetapi dari fung-

si apa dan di titik mana? (lihat Contoh 6).

27. li

A0

2 -
. i G204 H 15
a0 h

.25+ k® - 205
A —

2

oo
29. Ii
g x-2

3 -
30, lim X =%
x=3 x-3

31. lim

32. lim

33. lim

sinx — siny

x=y x=y
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35. fim cos(x + h) — cos x
k-0
6. lim tan(t + h) — lan_l

h=0

37. Dari gambar 5, taksir £'(0),7°¢2),
£'(5), dan £'(7).

14
& y.d =#{x)
; 4 4
M b
—
12 3 4 5 x
GAMBAR 5

38. Dari gambar 6, taksirg'(—1),g'(1),
g'(:i), dan g'(6)4

I4
AT
N

3

2

4 y =gix)
-1 12 3 465 6 x

GAMBAR 6

39. Sketsakan grafik y =f'(x) pada
—1 < x < 7 untuk fungsi f dari Soal 37.

40, Sketsakan grafik y = g'(x) pada
—1 < x < 7 untuk fungsi g dari Soal 38.

41. Pandang fungsi y = flx), yang
grafiknya disketsakan pada gambar 7.
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(a) Taksir f2),f'(2), A0,5), dan £'(0,5).

(b) Taksir laju perubahan rata-rata dalam
fpadaselang 0,5 <x<2,5.

{c) Pada selang -1 < x < 7, di mana
fim f(u) tidak ada?

u-x

{d) Pada selang -1 < x < 7, di mana f
gagal untuk kontinu?

(¢) Pada selang —1 < x < 7, di mana f
gagal mempunyai suatu turunan?

{f) Pada selang —1 < x < 7, di mana
fley=07
(g) Pada selang —1 < x < 7, di mana
ffleo=17

42. Diketahui fix + y) = flx) + Ay)
untuk setiap x dan y. Tunjukkan bahwa
bila, £(0) ada, maka f'(a) ada dan f(a) =
fa)f (0).

43. Diketahui

mx + b jikda x < 2
f(x)—{ x> jikax>2

Tentukan m dan b sedemikian rupa se-
hingga f dapat didiferensialkan di mana
saja.

44. Turunan simetris fy(x) didefinisi-
kan dengan

L Jxt k= flx—h
M = fim 2h

Tunjukkan bahwa bila f'(x) ada, maka
fe(x) ada, tetapi tidak demikian sebalik-
nya.

45. Diketahui f terdiferensialkan dan
f(xo) = m. Tentukan f(—xo) bila (a) f
adalah fungsi ganjil; (b) f adalah fungsi
genap.

46. Buktikan bahwa turunan dari
suatu fungsi ganjil adalah suatu fungsi
genap dan turunan suatu fungsi genap
adalah fungsi ganjil.
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3.3 Aturan Pencarian Turunan

Proses pencarian turunan suatu fungsi langsung dari “definisi turunan, yakni dengan
menyusun hasilbagi selisih

Six + k)~ f()
h

dan menghitung limitnya, memakan-waktu dan membosankan. Kita akan mengembang:
kan alat yang akan memungkinkan kita untuk memperpendek proses yang berkepanjang-
an ini yang nyatanya akan memungkinkan kita untuk mencari turunan dari fungsi-fungsi
yang tampak rumit dengan‘ segera.

Ingat kembali bahwa turunan suatu fungsi f adalah fungsi lain f'. Misalnya, jika
fix) = x* adalah rumus untuk £, maka f'(x) = 2x adalah rumus untuk s'. Pengambilan
turunan dari f (pendiferensialan f) adalah pengoperasian pada f untuk menghasilkan f'
Sering kali kita memakai huruf D untuk menunjukkan operasi ini. Jadi kita menuliskan
Df = f, Df (x) = f'(x), atau (dalam contoh yang disebutkan di atas) D(x?) = 2x. Semua
teorema di bawah dinyatakan dalam cara penulisan fungsional dan dalam cara penulisan
operator D.

KONSTANTA DAN ATURAN PANGKAT Grafik fungsi konstanta f(x} = k merupakan
sebuah garis horisontal (Gambar 1), sehingga mempunyai kemiringan nol di mana-mana.
Ini adalah satu cara untuk memahami teorema pertama kita.

Bukfi
L fe+ R fx)_ . k—k
(x) = lim o T = im —— = lim 0 = 0
e h~0 h B0 h—0 u
y
Y Ax k) {x+h k)
' {x+hx+h)
Ih
o /|
n
— 1 ) I
x x+h x X x+h .
=k fix = x
GAMBAR 1 GAMBAR 2

Grafik f(x) = x merupakan sebuah garis yang melalui titik asaldengan kemuringan 1
; (Gambar 2); schingga kita dapat menduga turunan fungsi ini adalah 1 untuk semua x.
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REOpT e

e

;?:\. :va 5 :‘;‘ 0y 7
Bukii
x + h) — f(x . x+h—-x h
[ = f( ) J&) = lim =lim ;=1

h-0 10 h fry ] L |

Sebelum menyatakan teorema kita berikutnya, kita ingatkan kembali sesuatu dard
aljabar: bagaimana memangkatkan suatu binomial.

(a + b)* = a® + 2ab + b2
(a+ b)® =a® + 3a® + 3ab® + b°
(@ + b)* = a* + 4a°b + 6a2b? + 4ab® + b*

(@+by=a"+na"h+ —— i — 5 D - b4+ nab" 4+ b

e, A o

M» DI

N,

L
i 2 P

frr ».*‘
1)

Sy = tim L '2 SO _ i O F h;): =X
h—0 h=0

X" + nx""1h +-———n(n — l)x"'2h2 +oe o nxh" 4 B - X"

= lim
h=0 h
/h[nx"" + E(1{ﬁx"‘zh e
= lim .
h-0

Di dalam kurung siku, semua suku kecuali yang pertama mempunyai & sebagai faktor,
sehingga masing-masing suku ini mempunyai limit nol bila # mendekati nol. Jadi

f(x) = nx""! [

Sebagai ilustrasi dari Teorema C, perhatikan bahwa

D(x?) = 3x2, D(x®) =9x% - D(x'°%) = 100x°°
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D ADALAHSEBUAH OPERATOR LINEAR  Operator D berfungsi sangat baik bilamana

diterapkan pada kelipatan konstanta fungsi atau pada jumlah fungsi.

Dengan kata-kata, ini mengatakan bahwa suatu konstanta k Mpat-;iisebemngkan
melewati operator D.

Bukii Andaikan F(x) = k-f(x). Maka
F(x) = lim F&F h;). —FO) keSOt h,)l -k f()

h—0

h=0

=1imk>f("+’;')‘f(")=k,“m f(X+';l)—f(x)

h=0 h=0

=k-f(x)

Langkah sebelum yang terakhir adalah kritis. Kita dapat menggeser k melewati tanda
limit karena Teorema Limit Utama (Bagian 3). [

Contoh-contoh yang mengilustrasikan hasil-hasil ini adalah
D(=7x%) = =ID(x%) = —73x? = —21x?

dan  D($x%) = 4D(x°) = $-9x® = 12x°

Dengan kata-kata, ini mengatakan bahwa twrunan dari suatu jumlah adalah jumlah dari
turunan-turunan.

Bukti Andaikan F(x) = f(x)/g(x). Maka

P = lim U2+ 9+ 1) (/69 00
40

— lim [f(x R =S | gt h) - g(x)]
h-0 h h

i D ) + lim 9+ h) — g(x)
h-0 h 0

=) +g(x)
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Lagi-lagi, langkah sebelum yang terakhir adalah yang kritis. Ini dibenarkan dengan me-
lihat pada Teorema Limit Utama (Bagian 4). n

Sebarang operator L dengan sifat-sifat yang dinyatakan dalam Teorema D dan E di-
sebut linear , yakni, L adalah linear jika:

1. L{K)=kL{f) k konstanta;

2. Lf+9=L{f) + Lg)

3

.8 : : ) “b
:éi‘::{‘i:bm*’?&%- w%mﬂ mmﬂ*k%*wm
m pengertian operator, it bt

Operator linear akan muncul berulang-ulang dalam buku ini; D merupakan sebuah contoh
khas. Sebuah operator linearselalu memenuhi aturan selisih L(f — g) = L(f) — L(g)yang
dinyatakan berikutnya untuk D.

DLf(x) — g(x)] = DLf(x) + (= Da(x)]

= Df(x) + D[{—Dg(x)] (Teorema E)
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= Df(x) + (= 1)Dg(x) (Teorema D)
= Df(x) — Dg(x) |

CONTOH 1 Cari turunan dari 5x% 4+ 7x — 6 dan 4x® — 3x3 — 10x? + 5x + 16.
Penyelesaian
D(5x? + Tx — 6) = D(5x* + 7x) — D(6) - (Teorema F)
= D(5x?) + D(7x) — D(6) (Teorema E)
= 5D(x?) + 7D(x) — D(6) (Teorema D)

=52x+7-1+0 (Teorema C, B, A)
=10x +7

Untuk mencari turunan berikutnya, kita perhatikan bahwa teorema-teorema pada jum-
lah dan selisih meluas sampai sejumlah terhingga suku. Jadi,
D(4x® — 3x® — 10x* + 5x + 16)
= D(4x5) — D(3x%) — D(10x?) + D(5x) + D(16)
= 4D(x®) — 3D(x®) — 10D(x*) + 5D(x) + D(16)
= 4(6x%) — 3(5x*) — 10(2x) + 5(1) + O
= 24x% — 15x* ~ 20x + 5 n

Metode pada Contoh 1 memungkinkan kita untuk mencari turunan sebarang polinom.
Jika anda mengetahui Aturan Pangkat dan melakukan apa yang datang secara alamiah,
hampir pasti bahwa anda akan memperoleh hasil yang benar. Jika anda dapat menulis
jawaban tanpa langkah lanjutan, itu pun baik.

ATURAN HASILKALI DAN HASILBAGI  Sekarang kita siap untuk suatu kejutan.
Turunan hasilkali fungsi-fungsi tidak sama dengan hasilkali turunan fungsi-fungsi.

a *wam ‘

twinenn
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Ini harus dihafalkan dalam kata-kata sebagai berikut: Turunan hasilkali dua fungsi
adalah turunan kedua yang pertama dikalikan ditambaeh dengan turunan pertama yang
kedua dikalikan.

Bukti Andaikan f(x) = f(x)g(x). Maka

F(x + h) — F(x)

F(x) = lim —

k=0 h

= lim fx + Mg(x + h) — [(x)g(x)
-0 h

—lim S(x + hglx + h) — f(x + hg(x) + f(x + hg(x) — f(x)g(x)
h=0 h

~ lim [f(x +h g(x + k) — g(x) . g(x).f(x +h) —f(X)]
0 : h o h

= lim f(x + h)-lim
h-0 h=0

=J(x)g(x} + 9(x)f'(x)

+ g(x)-lim
h—=0

g0x + h) — g(x) S+ B~ 1)
h h

Pertama, turunan yang baru saja diberikan mengandalkan pada teknik penambahan
dan pengurangan yang sama, yaitu f(x + h)g(x). Kedua, pada akhirnya kita gunakan kenya-
taan bahwa

hm f(x + h) = f(x)
h—=0

Ini hanya merupaken terapan Teorema 3.2A, yang mengatakan bahwa keterdiferensial-
an pada suatu titik menunjukkan kekontinuan di titik tersebut. ]

CONTOH 2 Gunakan Aturan Hasilkali untuk mencari turunan (3x? — 5)(2x* — x). Pe-
riksa jawab dengan mengerjakan soal itu secara lain.




128 Kalkulus dan Geometri Analitis  Jilid 1
Penyelesaian
DI(3x* — 5)2x* - X)) = (3x* = 5)D(2x* — x) + (2x* ~ x)D(3x* — 5)
=(3x2 - 5)(8x* — 1) + (2x* — x)(6x)
= 24x® — 3x? — 40x> 4+ 5 + 12x° — 6x2
=36x% — 40x® —9x2 + 5

Untuk memeriksa, pertama kita kalikan dan kemudian ambil turunan.

(3x? — 5)2x* ~ x) = 6x5 — 10x* — 3x3 + 5x
Jadi,
D[(3x? — 5)2x* ~ x)] = D(6x%) — D(10x*) — D(3x%) + D(5x) -

= 36x% ~ 40x* — 9x2 + 5 m

Kami tekankan agar anda menghafalkan ini dalam kata-kata sebagai berikut: Turunan
suaru hasilbagi adalah sama dengan penyebut kali turunan pembilang dikurangi pembilang
kali turunan penyebut, seluruhnya dibagi dengan kuadrat penyebutya.

Bukii Andaikan f(x)=/(x)/g(x). Maka

F'(x) = lim w

h=0
Se+H)  f)
i SR T
h0 h
el YOG 4 1)~ fgx + )1
=0 h g(x)g(x + h)
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= lim [g(X)f (x + 1) — g()f(x) + f(x)gx) — f(x)g(x + h)
h

A0

1
g0x)g(x + h)]

i S+ —fG) g+ B —gx)] 1
= lim {[g(x) n I N ]g(x)g(x+h)}

) ~ F ] e
= 609/ ) ~ fO N s .

CONTOH 3 Cari turunan dari ¥ —3).
2+ 7)

Penyelesaian

D[Bx - 5] _ x>+ HDBx — 5) — 3x — HD(x* + 7)

x2+7 x* + 7)?
_ (24 1B) ~ (3x — 5X2x)
h >+ 77
_ —3x* +10x + 21
T E+ ) [ ]

3

CONTOH 4 cmuyjikay=72+_1+;,

2 3
Dy= D(—x4 . 1) + D(;)
(x* + HD(2) — 2D(x* + 1) . xD(3) — 3D(x)
= Y]

Penyelesaian

(x* + 1)? X
_(x* 4 1X0) = (X)) + (xX0) — (3X1)
= o+ 17 %2
-8 3
IRV ]

CONTOH §  Buktikan bahwa Aturan Pangkat berlaku untuk pangkat bulat negatif;
yaitu,

Penyelesaian
o nfl xX0—1-nx""'  —nx .
D(x™") = D(;;) = = = —nx~""1 -

xln X
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Kita lihat sebagaimana bagian dari Contoh 4 bahwa D(3/x) =—3/x*. Sekarang kita
telah memiliki cara Jain untuk memperlihatkan hal yang sama.

D(%) =D(3x ) =3D(x ) =3~ )x"2 = A%

SOAL-SOAL 3.3

Dalam Soalsoal 1-44, cari Dy mengguna-
kan aturan-aturan dari pasal ini.

Ly=2x 19.y=A—l2
X x
2.y =3x*
3 1
3.y = nx? 20"":;_?
4.y=2x )
21.y=a+2x
5 y= ~3x3
6. y=4dx? 2 2
ny=-_Z
VTR
-2
7.y—?
. y=x(x*+1)
-8
8ry=1w 24, p=3x(x*— 1)
9y—i 25. p=(2x + 1)?
IRl
26. y = (—3x + 2
2
|0~Y=W 27,y = (x? + 2)(x* + 1)

s = (b 2
M. y= =¥+ 2x 28. y = (x Dix* + 1)

29. 3y =0+ IN* - 3x+ 1
12y = 2x% — 3x y=G =3+ D

s = 4 3 2

1 y= —x*+3x2 — 6x 4+ 1 30. ¥y = (x* 4+ 2x}x* + 22 + 1)
31 = (5x2 = HBxE - 2x + 1)
4.y =11x* —3x + 19

32, p =3+ 20x* — 3x + 1)
15, p = 5x® — 3x* + 1lx — 9

Boy=g5—
16. y = 3x7 ~ 9x + 21 W+

2

T

.
17, y= 3x75 4 2x73 4
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A 1
35‘y=ri‘—9

x* — 3x +
.y ot
¥ TP < ax
x—1
Wr=
2x - |
B y=——r
o
2%~
9. y=2
¥ =335
S5x —4
Oy =3aT
2t = 3x + 1
Qay=""""7
y 2x +t
5x? 4+ 2x— 6
Rl P
2 _x+1
Br=Tait
x2—2x 45
“oy="="""
[y

45. Jika fl0) = 4, £10) = —1, g0) =
-3, dan g(0) = 5, cari () (. g)(0);
(&) (F+ £ (0); () (778) (0).

46. Jika f3)=7, f'(3)=2,8(3) = 6,
dan g(3) = —10, cari (@) (f - £)(3)%
(b) (f. &) (32 (©) @/ (3.

47. Gunakan Aturan Hasilkali untuk
menunjukkan bahwa Difix)] 2 =
2. fx). @)

48. Kembangkan suatu aturan untuk

D fx)glx)h(x)].

49. Cari persamaan garis singgung pa-
da vy =3x2 — 6x +1 dititik (1, -2).

50. Cari persamaan garis singgung pa-
day=1/(x? + 1) dititik (1, 1),
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§1. Cari semua titik pada grafik
y = x3 — x? di mana garis singgung men-
datar.

§2. Cari semua titik pada grafik
y= %x’ + x? — x di mana garis singgung
mempunyai kemiringan 1.

53, Tinggi s dalam kaki dari sebuah
bola di atas tanah pada saat ¢ detik diberi-
kan oleh s = — 161 % + 401 + 100.

(a) Berapa kecepatan sesaatnya pada ¢ =
2?
(b) Bilamana kecepatan sesaatnya 0?

§54. Sebuah bola menggelinding se-
panjang bidang miring sehingga jarak s
dari titik awal setelah 7 detik adalah s =
4,51* + 2¢ kaki. Kapankah kecepatan se-
saatniya akan sebesar 30 kaki/detik?

§5. Terdapat dua garis singgung pada
kurva y = 4x — x? yang melalui titik
(2, 5). Cari persamaan garis-garis ter-
sebut. Petunjuk: Andaikan (xo, yo)adalah
titik singgungnya. Cari dua syarat yang ha-
rus dipenuhi oleh (x4, ¥o).

§6. Seorang penjelajah angkasa ber-
gerak dari kiri ke kanan sepanjang kur-
vay = x?. Bilamana ia mematikan mesin-
nya, ia akan bergerak sepanjang garis sing-
gung pada titik di mana ia saat itu berada.
Pada titik mana ia harus mematikan me-
sin agar mencapai titik (4, 15)?

§7. Seekor lalat merayap dari kiri ke
kanan di sepanjang puncak kurva y=7-x*.
Seekor laba-laba menunggunya pada
titik (4,0). Tentukan jarak antara kedua
serangga itu pada saat mereka pertama
kali saling melihat,

§8. Diketahui P(a, b) suatu titik
pada kurva y = 1/x di kuadran pertama,
dan garis singgung pada P memotong sum-
bu x di A. Tunjukkan bahwa segitiga AOP
samakaki dan tentukan luasnya.

§9. Jarijari suatu buah semangka
bulat, tumbuh pada tingkat yang konstan
2 cm tiap minggu. Ketebalan kulitnya se-
lalu sepersepuiuh dari jari-jarinya. Berapa
laju pertumbuhan volume kulit semangka
tersebut pada akhir minggu ke lima?
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3.4 Turunan Sinus dan Kosinus

Dunia modern kita berjalan di atas roda. Pertanyaan-pertanyaan tentang roda yang
berputar dan kecepatan titik padanya secara tak terelakkan menuju ke pengkajian sinus
dan kosinus dan turunan-turunannya. Agar siap untuk pengkajian ini akan sangat baik
untuk menelaah ulang Pasal 2.3. Gambar | mengingatkan kita pada definisi fungsi-fungsi
sinus dan kosinus, Dalam yang berikut ini, r harus dibayangkan sebagai bilangan yang
mengukur panjang busur pada lingkaran satuan, atau sama saja, sebagai bilangan radian
dalam sudut yang berpadanan. Jadi, f{r) = sin ¢ dan g(r) = cos ¢ adalah fungsi-fungsi yang
mempunyai daerah asal dan daerah hasil berupa himpunan bilangan riil. Kita dapat me-
mikirkan masalah pencarian turunan-turunannya.

RUMUS-RUMUS TURUNAN Kita memilih untuk memakai x ketimbang ¢ sebagai varia-
bel dasar kita. Untuk mencari D(sin x), kita bersandar pada definisi turunan dan’ meng-

1

g identitas p bahan untuk sin(x + k).

Dsin x) = lim sin(x + k) — sin x

B0
. Sinxcos h + cos x sin h — sin x
= lim
a0 h
. . l—cosh sin b
= lim{ — sin x ————— + cos x ——
A=0 h h

1= i
= (~sinx) [hm ﬂ] + (cos x) [Iim S"’Th]

h—0 h h-0

14

[ [cost,sint)

t

o x

GAMBAR 1

GAMBAR 2

Untuk mengakhiri turunan kita, kami berikan dua buah limit untuk Anda evaluasi. Se-
buah kalkulator menyediakan tabel dalam Gambar 2. Ini menunjukkan, dan kelak dalam




:
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‘ pasal ini, kita akan membuktikan bahwa

‘ 1 —cosh . _sinh
lim —=0 lim— =1
‘ A=0 h h=0 h

Jadi,
D(sin x) = (— sinx)-0 + (cos x)- 1 = cos x

Demikian pula,

D(cos x) = lim cos(x + k) — cos x

h~0 h
. cosxcosh —sinxsinh —cos x
= lim
h—=0 h
; 1~-cosh . sinh
= lim{ — cos x ———— — sin x ——
h=0 h h

={(—cosx)-0—(sinx) -1

= —sinx

L DARATIAH AN
 Kurva dengan piris ayata i biwal ini ao i

fantoy kol b o wzsm? %;m’“
Setérusnya. Apabila Tia’ pambarkar fungsl ket y‘
olehk *Nder@nam‘ﬁmmﬂ&ww*& :

CONTOH 1 Cari D(3sinx — 2 cosx).

Penyelesaian D(@3sin x — 2 cos x) = 3 D(sin x) — 2 D(cos x)

=3cosx + 2sinx ]
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CONTOH 2 Cari D(tan x)
Penyelesaian

D(tan x)

D(sin x)
cos X .

cos x D(sin x} — sin x D{cos x)
cos?x

€O$ x cos x + sin x sin x
cos?x

1
= —5— = sec’x [ ]
Cos“x

CONTOH 3 Cari persamaan garis singgung pada grafik y = 3 sin 2x di titik (r/2, 0) (lihat
Gambar 3).

Penyelesaion Kita memerlukan turunan dar sin 2x; sayangnya, kita hanya tahu bagaimana
mencari turunan dari sin x, Tetapi, sin 2x = 2 sin x cos x. Jadi,

14

& 3k D(3 sin 2x) = D(6 sin x cos x)

20 = 6 D(sin x cos x)
l 1 = 6sin x D(cos x) + cos x D(sin x)] .
‘ 1 1 / = 6[(sin x)} — sin x) + cos x cos x]
i O : o = 6[cos®x — sin’x]
[ = 6 cos 2x
\ ¥ =3sin2x

‘ GAMBAR 3

} Pada x = #/2, turunan ini bernilai ~ 6, yang karena itu merupakan kemiringan® garis sing-
‘ gung yang diinginkan, Persamaan garis ini adalsh

| y-0=-o(x-3)

CONTOH 4  Perhatikan kincir ferris yangjarijarinya 30 kaki, berputar berlawanan arah
perputaran jarum jam dengan kecepatan sudut 2 radian/detik. Seberapa cepat dudukan .
pada pelek naik (dalam arah tegak) pada saat ia berada 15 kaki di atas garis mendatar ‘
(horisontal) yang melalui pusat kincir?

*Di sini P “slope’’; penulis lain

ads yang menggunakan "tanjaksn”, “lereng”.
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Penyelessian  Kita dapat memisalkan bahwa kincir berpusat di titik asal dan bahwa
dudukan P berada di (30, 0) pada saat ¢ = 0 (Gambar 4). Jadi pada saat 1, P telah ber-
gerak melalui sudut 2¢ radian, sehingga mempunyai koordinat (30 cos 2¢, 30 sin 2r).
Laju P naik adalah turunan koordinat vertikal 30 sin 2 diukur pada suatu nilai ¢ yang
sesuai. Menurut Contoh 3,

‘ D(30 sin 2t) = 60 cos 2t

Nilasi ¢ ysng sesuai untuk penghitungsn turunan ini adalsh ¢ = x/12 karena
30 sin(2w/12) = 15. Kita simpulkan bahwa pada /12, dudukan P naik pads

14
P30 cos 2¢, 30 sin 21)

; n

i 60 2-—) = 60,/3/2 ~ 51,96 kaki/detik
30,00 cos( 12) V3 e

[ ]

GAMBAR 4

PEMBUKTIAN DUA PERNYATAAN LIMIT  Segala sesuatu yang telah kita lakukan
dalam pasal ini tergantung pada dua pernyataan limit,

Mereka memerlukan bukti.

Bukfi  Andaikan bahwa ¢ > 0 dan pandang di (yang sel sudah dikenal) pada
Gambar 5. Perhatikan bahwa bila ¢ - 0, titik P bergerak ke arah (1, 0), sehingga

limcost =1 limsint =0
=0 . 1=0

t Pleos e, sin t)
A Picos t, sin t}

=3

ALOE X ) N

GAMBAR § GAMBAR 6

Selanjutnya, untuk —=n/2 < t < n/2, t # 0, gambarkanlah potongan garis v‘ertikal BP
dan busur BC seperti tampak dalam Gambar 6. (Bila ¢ < 0, daerah yang terpotong akan
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merupakan pencerminan terhadap sumbu-x). Jelasnya,
Luas (sektor OBC) < luas (AOBP) < luas (sektor OAP)

Dari rumus % bk (luas suatu segitiga) dan %r’ I#ti (luas suatu sektor; lihat Soal 30 Bagian
2.3), kita peroleh

3(cos 1)1 < cos tisin t13 <(1)? el

atau setelah mengalikan dengan 2 dan dibagi dengan bilangan positif i#| cos ¢ dan menya-
takan (sin #)/t adalah positif.
sin ¢ 1

COSt £ — K
t cost

Dengan menggunakan Teorema Apit, dari ketidaksamaan ganda ini akan diperoleh:

. sint
lim —

-0 ¢

=1

sebagai hasil yang pertama.
Hasil kedua, dapat kita peroleh dengan mudah dari hasil yang pertama.

. 1l—cost . t—costl+cost . 1—cos’t
lim = lim = lim
=0 t 1=0 t 1+4+cost ,.ot(1+cost)
2 . limsin ¢
sin?t . sint (0
= lim —————— = lim -
ol +cost) Lo t lm(l +cost)
-0
0
=1-2=0
2 u

Walaupun penggunaan utama dua pernyataan limit ini adalah untuk membuktikan
rumus-rumus turunan, Kita juga dapat memakainya untuk menghitung limit-limit lain,

CONTOH § Cari limit-limit berikut

1 —cost sin 5x

lim —— b) lim

@ ,1_{2 sin t ® ,Lo 3x
Penyelesaian
1 —cost

- t . 0
@ lim = m L =90

1o SNt Lo SIDE 1

® di sinSx_limé sin5x_§imsin5x_§.1=
)l = T TS T3, x 3




Bab 3 Turunan

137

Pada langkah sebelum yang terakhir, kita gunakan kenyataan bahwa bila x - 0, x> 0,

Jadi,
lim sin 5x _ sin Sx i sint
w0 5X  sxap 5% w0 1 ]
SOAL-SOAL 3.4

Dalam Soal-soal 1-12, cari Dy.
I. y=3sinx — Scosx

2. y=sinxcosx
08 X

[
3. y=cotx = —
sin x

1

6. y =sin® x

sin x
1T y=—0—"=
sin x + ¢os x
tan x
8. y=

Y Snx—cosx

9. y=sin® x + cos® x

10. y = x? sin x

€Os x
1. y=

x

241
12. =x_‘i;

X8 x

13. Cari persamaan garis singgung pa-
day=sinxdix=1.

14. Cari persamaan garis singgung pa-
day =tanx dix=n/4.

15. Pandang kincir ferris dari Contoh
4, Pada laju berapa dudukan pada pelek ber-
gerak secara mendatar pada waktu t = n/4
detik (yaitu, pada waktu dudukan men-
capai puncak kincir)?

16. Sebuah kincir ferris dengan jari-
jari 20 kaki berputar berlawanan arah per-

putaran jarum jam pada kecepatan sudut
sebesar | radian/detik. Satu dudukan
pada pelek berada di (20, 0), pada saat
t=0.

(a) Berapa koordinatnya pada saat r =
/6?7

(b) Seberapa cepat ia naik (secara tegak)
pada saat t = m/6?

(c) Seberapa cepat ia naik (secara tegak)
pada waktu ia naik pada laju yang ter-
cepat?

Dalam Soal 17-22, ikuti prosedur dari
Contoh 5 untuk mencari tiap limit.

sin 2x
3x

17. lim
—~0

18. lim M

x0

x=0CSCX — 1

. tanx - sinx
21 lim —————
x-0 X COSX

23. Perlihatkan bahwa kurva y = /2
sin x dan y = \/7005 x saling berpotong-
an tegak lurus pada sebuah titik tertentu
dengan 0 <x <m/f2,

24, Pada saat t detik, pusat sebuah
pelampung gabus berada sejauh 2 sin ¢
sentimeter di atas (atau di bawah) per-
mukaan air. Berapa kecepatan pelampung
pada saat t=0, 7/2, 7?7
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25. Gunakan definisi turunan untuk
memperlihatkan bahwa Dq(sin xz) = 2x
cos x2.

26. Gunakan definisi turunan untuk
memperlihatkan bahwa D(sin 5x) = 5 cos
5x.

27. Bila xo adalah harga positif ter-
kecil dari x di mana kurva-kurvay =sinx
dan y = sin 2x berpotongan, tentukan x,
dan juga sudut lancip yang dibentuk dari
perpotongan kedua kurva pada x4 (lihat
Soal 28 pada Bagian 2.3).

28. Dari luas (OBP) < luas (OAP)
< luas (OBP) + luas (4 BPQ) dalam Gam-
bar 7, tunjukkanlah bahwa

t
COSt < -—<2—cost
sin {

dan dapatkan pembuktian lainnya bahwa
lim (sin #)ft = 1.
0

Pleos ¢, sin 1}

Q

Al1,00 x

GAMBAR 7

29. Pada Gambar 8, diketahui D ada-
lah luas segitiga ABP dan E adalah luas
daerah yang menaunginya.

(a) Taksirlah nilai dari r]ils‘ (D/E)

dengan memperhatikan gambarnya.
(b) Tentukan suatu rumus untuk
D/E sebagai fungsi ¢.

Kalkulus dan Geometri Analitis  Jilid 1
(¢) Gunakan kalkulator untuk men-

dapatkan taksiran yang akurat dari
lim (D/E).
1~0*

Pleos ¢, sin ¢}

0 8 JA(L0F «x

GAMBAR 8

Catatan: Jawaban yang pasti pada (c)
akan ditemukan pada Soal 27 dari Pasal
9.1.

30. Sebuah segitiga samakaki ditu-
tup oleh setengah lingkaran
ditunjukkan pada Gambar 9. Apabila D
adalah luas segitiga AOB dan E adalah
luas daerah yang melingkupnya. Tentu-
kan rumus untuk D/E sebagai fungsi ¢ dan
kemudian hitunglah

GAMBAR 9

3.5 Aturan Rantai

Bayangkan usaha untuk mencari turunan dari
F(x) = 2x% — 4x + D®°
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Pertama anda harus mengalikan bersama ke 60 faktorfaktor kuadrat 2x? — 4x + | dan
X dian mendife ialkan poli derajat 120 yang dihasilkan.

Untiing saja terdapat cara yang lebih baik. Setelah anda mempelajari aturan rantai,
anda akan mampu menuliskan jawaban.

F'(x) = 60(2x* — 4x + 1)*°(dx — 4)

secepat anda menggerakkan pensil anda. Sebenamya aturan rantai demikian pentingnya
sehingga anda jarang lagi mendiferensialkan suatu fungsi tanpa memakainya. Tetapi agar
dapat menyatakan aturan tersebut sebagaimana mestinya, kita perlu memperkenalkan
suatu terobosan pada notasi D kita.

NOTAS! D, Jika suatu masalah menyangkut lebih dari satu variabel, akan sangat mem-
bantu untuk punyai sarana penulisan (notasi) untuk menunjukkan variabel mana
yang sedang ditinjau pada suatu saat tertentu. Jadi, jika y = sin sx* dan kita ingin mem-
perlakukan x sebagai variabel bebas dan s sebagai konstan, maka dengan menulis D,y
akan memperoleh

D,y = D(s*x%) = s?D(x*) = s?. 3x?

Lambang D, y ini dapat dibaca sebagai turunan y terhadap x.

Lebih penting adalah contoh berikut. Andaikan y = u®° dan u = 2x* — 4x + 1. Maka
D,y = 60u? dan D u = 4x — 4. Tetapi perhatikan bahwa bilamana kita menggantikan
w=12x? - 4x + 1 dalam y = u*°, kita peroleh

y = (2x% ~ 4x + 1)°*°

dengan demikian, adalah beralasan untuk menanyakan apa dan bagaimana D,y ini dikait-
kan terhadap D,y dan D,u? Secara lebih umum, bagaimana anda mendiferensialkan suatu
fungsi komposit?

PENDIFERENSIALAN FUNGS! KOMPOSIT  Jika Tina dapat mengetik dua kali lebih
cepat daripada Mona dan Mona dapat mengetik tiga kali lebih cepat daripada Dono maka
Tina dapat mengetik 2.3 =6 kali lebih cepat daripada Dono. Kedua laju tersebut dikali-
kan.

Andaikan bahwa
¥ = flu) dan u = gix)

menentukan fungsi komposit y = f(g(x)). Karena suatu turunan menunjukkan laju per-
ubahan, kita dapat mengatakan bahwa

¥ berubah Dy kali secepat u

u berubah D u kali secepat x

Kelihatannya beralasan untuk menyimpulkan bahwa

y berubah Dy D_u kali secepat x

ini memang benar dan kita akan memberikan bukti formal dalam pasal berikutnya. Hasil-’
nya disebut Aturan Rantai.
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Mungkin akan menolong anda untuk mengingatnya begini.

variabel variabel variabel
kiri tengah kanan

|

y=f) dan u=g(x)

turunan turunan turunan
variabel variabel variabel
kiri _ kiri tengah
terhadap - terhadap terhadap
variabel variabel variabel
kanan tengah kanan
D,y = D,y * D.u

Dengan cara seperti ini, anda tidak akan mengalami kesukaran memahaminya bahwa
jika

w=f(s) dan s=g(t)
maka

D,w = D,wD;s

PENERAPAN ATURAN RANTAI Kita mulai dengan contoh (2x2 — 4x + 1)®° yang di-
perkenalkan pada permulaan pasal ini.

CONTOH 1 Jikay = (2x? — 4x +1)%°, cari D,y.
Penyelesaian Kita pikirkan ini sebagai

60

y=u®® dan u=2r-4dx+1
Jadi,
D,y =D,y-Dyu
= (60u°%)dx — 4)
= 60(2x% — 4x + 1)*°(4x — 4) [ |

CONTOH 2 Jika y = 1/(2x% — 1)°, cari D,y.

|
|
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Penyelesaian Pikirkan begini

-3

1
y= _s=u dan  u=2x%~7

Jadi,
Dyy=D,y-D,u

= (—3u"*¥10x)
-3 .
=T 10x
=30kt
-7 ]
CONTOH 3 Jika y = sin(x® - 3x), cari D_y.
Penyelesaian
y=sinu dan wu=x—3x
Jadi,
D,y =D,y Du
= (cos u)-(3x2 — 3)
= [cos(x® — 3x)] - (3x* — 3) u

3 13
CONTOH4 Cari D,(" -2+ LY
. +3

Peyelesaian Pikirkan secara ini dalam mencari Dy, di mana

B -2+ 1
y=u'® dan u=—ga
Maka,
D,y =D,y-Du

— 13412 (€ + 3)3t2 — 2) — (3 — 2t + 143
(* + 37

_ 13(t3 — 2t + 1)”. —t® + 61t — 43+ %2 —6

43 t* + 3)? ]

Segera anda akan mempelajari untuk membuat pengenalan dalam hati tentang variabel
antara tanpa menuliskannya. Jadi, scorang pakar segera menuliskan:

D (cos 3x) = (~ sin 3x)-3 = —3sin 3x

D, (x* + sin x)® = 6(x> + sin x)°(3x? + cos x)

bt 4 of 3 cos 3t — t(—sin 31)3
\cos 3t} ~ \cos 3t cos? 3t

_ 4t3(cos 3t + 3rsin 31)
- cos® 3t
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ATURAN RANTAI BERSUSUN Andaikan

y=flu) dan u=g(y) dan v=h(x)
D.y=D,yD,uD,v
CONTOH 5 Cari D, {sin®(4x)] .

Penyelesgian  Pikirkan ini untuk mencari D, y, di mana

3

y=u® dan u=sinv dan v=4x .

Maka,
D,y =D,y-D,u-Dyv
=3u®.cosv-4
= 3 sin®(4x) - cos(4x) - 4
= 12 sin?(4x) cos(4x) =
Di sini juga, anda akan segera melakukan penggantian ini dalam kepala dan menulis-
kan jawabnya dengan segera. Mungkin membantu jika anda perhatikan bahwa, dalam pen-

diferensialan fungsi komposit bersusun, anda bekerja mulai tanda kurung paling luar ke
arah dalam, seperti mengupas bawang.

Marilah kita kerjakan Contoh 5 sekali lagi, dengan membuat gamblang apa yang baru
kita katakan

D, [sin(4x)]* = 3 sin?(4x)D, sin(4x)
= 3 sin?(4x)cos(4x)D,(4x)
= 3 sin(4x)cos(4x) - 4

1l

12 sin?(4x)cos(4x)

CONTOH 6 Cari Dy {sinf[cos(x*)] }.

Penyelesaian

D, {sin[cos(x*)]} -‘cos[cos(xz)] - [ sin(x})] - 2x [

SOAL-SOAL 3.5

Dalam Soalsoal 1-26, cari Dy y 4. y=0(x" - 11x)’
Ly=@-9%" 5 y={(x*—3x* + 11x)°
2. y=@x+ 7% 6. y=(2x* — 12x* + llx - H'°

3 p=(5x+2x ~8)° T.y=0Cx*+x~-8)""*
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8 y=0x*-3+1x-1)*
9 y= 1
VT B v x 8P
3
10. y

R
11. y = sin(3x? + 11x)
12, y = cos(dx® — 11x)
13. y =sin®x

14, y = cos’ x
%2 — 1\*
15’y=(x+4)
16. y = 3x—1)°
Y=\ rs
17, y = sin{ 2L
Rl prany

18 Kot
L, ¥ = cos| ——
y=e x+4

19. y = (4x - T*(2x + 3)
20. y = (5x + 6)%(x — 13)®

21y = (2x — 1)3(x* - 3)*

22y = G + 5P — 1)
(x+ 1
B.y= 3x -4
24 v 2x -3
STy
(3x? +.2)
By=mrs
o2 -1y
B y=Go sy

Dalam Soal-soal 27-34, cari turunan yang-
ditunjukkan.

_— 3:—2)3
TR+ S

%.D 32—9)

T\ s+ 4
(3:-2)3)

29.D,( t+5
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52 — 9\*
wnff=2)
31, Dyfsin® 0)

32. Dycos* 6)
sin x \*
33. D‘(cos ZX)
34. D,[sin ¢ tan(s* + 1)]

Dalam Soal-soal 35.38, hitung turunan
yang ditunjukkan.

2 3
3. £/(3) Jika it l)

G(t) = (12 + 9% — 2)*
F@)=sin(t* + 3t + 1)

3. G(1) Jika
37. F(1) Jika
38. g'(d) Jika g(s) = cos ns sinlas

Dalam Soalsoal 39-46, gunakan Aturan
Rantai Bersusun {Contoh 5) untuk men-
cari turunan yang ditunjukkan,

39, D,[sin*(x? + 3x)]

40. D,[cos*(4t — 19)]

41. D [sin*(cos 1)]

a ofuo(221)]
u—1

43. Dy[cos*(sin 6%)]

44. D, [x sin?(2x)]

45. D, {sinfcos(sin 2x)]}

46. D {cos?[cos(cos 1)]}

-

47. Cari persamaan garis singgung pa-
day=(x? + 1)’@* + 1)? di titik (1, 32).

48. Sebuah titik P bergerak di bidang
sehingga koordinatnya setelah ¢ detik ada-
lah (4 cos 2t, 7 sin 2¢), diukur dalam kaki.
(a) Perlihatkan bahwa P mengikuti jatw
berbentuk elips. Petunjuk : Tunjukkan
/4 + (/7)* = 1, yang merupakan per-
samaan sebuah elips.

(b) Dapatkan ekspresi untuk L, jarak dari
titik asal pada saat 7.
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(c) Seberapa cepat P bergerak menjauhi
titik asal pada ¢ = /87 Anda akan memer-
Jukan _ kenyataan bahwa Dy(\/u) =
1/(2v/u) (lihat Contoh 4 dari Pasal 3.2).

49. Sebuah bola berpusat di titik
asal dan berjari-jari 10 sentimeter ber-
putar berlawanan arah perputaran jarum
jam pada laju 4 putaran/detik. Sebuah ti-
tik P pada pelek berada di (10, 0) pada
t=0.

(a) Berapa koordinat P pada saat ¢ de-
tik?

(b) Pada laju berapa P naik {atau turun)
pada saat £ =17

50. Perhatikan alat roda-piston da-
lam Gambar 1. Roda mempunyai jari-jari
1 kaki dan berputar berlawanan arah per-
putaran jarum jam pada 2 radian/detik.
Batang penghubung panjangnya 5 kaki.
Titik P berada di (1, 0) pada saat t = 0.

GAMBAR 1.

(a) Cari koordinat P pada saat ¢,

(b) Cari koordinat-y dari Q pada saat
t (koordinat-x selalu nol).

Kalkulus dan Geometri Analitis  Jilid 1

(c) Cari kecepatan Q pada saat t. Anda
akan memerlukan kenyataan bahwa

Dy (Vu) = 1/(2v/u).

51. Kerjakan Soal 50 dengan meng-
anggap roda berputar pada 60 putaran/
menit,

52. Buktikan bahwa Dyix| = Jxi/x,
x F 0. Petunjuk: Tulis x| = /x° dan

gunakan Aturan Rantai dengan u = x2.

53. Terapkan hasil dalam Soal 52
untuk mencari masing-masing turunan

(a) DyIx* ~ 1]
(b) D,[sin x|

§4. Nanti dalam buku ini (Pasal 7},
kita akan pelajari suatu fungsi L yang
memenuhi L'(x) = 1/x. Selesaikanlah se-
tiap turunan berikut:

X
(a) D‘L<E—l)

(b) D, L{cos*x)

55. Pada setiap soal berikut, tentu-
kan f(x) dan tuliskan jawabannya dalam
bentuk sesederhana mungkin sebagai
fungsi sin 2x.

@) f(x) = —cos 2x + 4 cos®2x

(b) f(x) = §x — % sin 4x — § sin>2x cos 2x

56. Tunjukkan bahwa apabila suatu
suku banyak p(x) dapat dibagi dengan
(ex + b), maka p'(x) dapat dibagi
dengan ax + b.

§7. Diketahui f(0) = 0 dan f(0) = 2.
Tentukanlah turunan dari fUFAX)N)
padax = 0.

58. Gunakanlah Aturan Rantai un-
tuk menunjukkan bahwa turunan suatu
fungsi ganjil adalah genap dan turunan
fungsi genap adalah ganjil.
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3.6 Notasi Leibniz

Gottfried Withelm Leibniz adalah salah seorang dari dua penemu utama kalkulus
(yang lainnya adalah Isaac Newton). Cara penulisannya (notasinya) untuk turunan masih
dipakai secara luas, khususnya dalam bidang terapan seperti halnya fisika, kimia, dan eko-
nomi. Daya tariknya terletak dalam bentuknya, sebuah bentuk yang sering mengemuka-
kan hasil-hasil yang benar dan kadang-kadang menunjukkan bagaimana membuktikannya,
Setelah kita menguasai notasi Leibniz, kita akan menggunakannya untuk menyatakan
kembali Aturan Rantai dan kemudian benar-benar membuktikan aturan tersebut.

PERTAMBAHAN Jika nilai sebuah variabel x berganti dari x, ke x; makax; — x,, per-
ubahan dalam x, disebut suatu pertambahan dari x dan biasanya dinyatakan oleh Ax (di-
baca “delta x™). Perhatikan segera bahwa Ax fidak berarti A kali x. Jika x, = 4, 1 dan
x3 =5, 7 maka,

Ax=x -3, =5T-41=16

Jikax, =c danx; = ¢ + i, maka
Ax=x,—x,=c+h—c=h

Béri.kumya andaiKan bahwa y = f(x) menentukan sebuah fungsi. Jika x berubah dari
xy kex;, maka y, berubah dariy, = f(x,) ke y, = f(x;). Jadi, bersesuaian dengan pertam-
bahan Ax =x; — x; dalam x, terdapat pertambahan dalam y yang diberikan oleh

Ay =y, = yy = f(x2) — f(x1)

CONTOH 1  Andaikan y = fix) = 2 — x2. Cari Ay bilamana x berubah dari 04ke 1,3
(lihat Gambear 1).

Penyelesaian
y Ay = f(1,3y - 04 = [2 - (1,37] - [2 - (04)")
=031 - 1,84 = —1,53 ]

y=2-x2

GAMBAR 1

LAMBANG dy/dx UNTUK TURUNAN Sekarang andaikan bahwa variabel bebas beralih
dari x ke x + Ax. Perubahan yang bersesuaian dalam variabel tak bebas y, akan berupa

Ay =f(x + Ax) — f(x)
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dan perbandingan
Ay [0+ A0~ f(x)
Ax Ax
menggambarkan kemiringan talibusur yang melalui (x, fix)), seperti diperlihatkan dalam

Gambar 2. Jika Ax - 0, kemiringan talibusur ini mendekati kemiringan garis singgung, dan
untuk kemiringan yang belakangan ini Leibniz menggunakan lambang dy/dx. Sehingga,

GAMBAR 2

Leibniz menyebut dy/dx suatu hasilbagi dari dua bilangan yang sangat kecil. Arti per-
kataan sangat kecil tidak jelas, dan kita tidak akan memakainya. Tetapi, dy/dx merupa-
kan lambang baku untuk turunan; kita akan sering memakainya sejak saat ini. Untuk
sekarang, pikitkan dy/dx sebagai lambang operator dengan pengertian yang sama seperti

thad »

Dy, dan bacanya “turundn px”.

CONTOH 2 Cari dy/dx jika y =x® — 3x% + Tx.

Penyelesaian
dy d ., 2
dx—a(x —3x% + Tx)
_dx*) d(x?) d(x)
i Ve VTa
=3x2 = 3(2x) + (D)
=3x2—-6x+7 ]

CONTOH 3 Cari 1(2_3_)'
: dar\t* +1

Penyelesaian Menurut Aturan Hasilbagi

d ( 3t ) _ @+ 1D3) - G2y ~3° +3

a\e +1 @ + 1?2 T
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ATURAN RANTAIl LAG! Andaikan bahwa y = f(u) dan u = g(x). Dalam notasi Leibniz,
Aturan Rantai mengambil bentuk yang sangat anggun

S
gy e
oy dydd

3 =
BRI AX»'
o didx

AR
PO 7 e o

Bentuk ini dikatakan anggun karena mudah untuk diingat. Cukup mencoret du di ruas
kanan dan anda mempunyai ruas kiri., Jangan mencoba untuk memahami alasan mate-
matis dari pencoretan ini, tetapi gunakan sebagai bantuan ingatan jika memang menolong.

CONTOH 4 Cari dy/dx jika y = (x® - 2x)'?

Penyelesaian Pikirkan x® — 2x sebagai u, Maka y = u'? dan

dy _dydu
dx  dudx

= (12u'"H(3x* - 2)

= 12(x — 2x)1'(3x? — 2) ]

Jika y = f{u), u = g(v), dan v = h(x), maka

dy dydudv

dx ~ dudvdx

CONTOH 5 Cari dy/dx jika y = cos® (x? + 1).

Penyelesaian  Kita dapat memikirkan ini sebagai y = u®, u =cos v, dan v =x2 + 1.
dy _dydudy

dx ~ dudvdx
= (3u?)(— sin v)(2x)
(3 cos*v)[ ~ sin(x? + 1)](2x)
—6x cos?(x? + 1)sin(x? + 1) ]

BUKTI SEBAGIAN DARI ATURAN RANTAI

Bukdi  Kita andaikan bahwa y = flu) dan u = g(x), bahwa g terdiferensialkan di x, dan bah-
wa f terdiferensialkan di u = g(x). Bilamana x menerima suatu pertambahan Ax, maka
pertambahan yang bersesuaian dalam u dan y akan diberikan oleh

Au = g{x + Ax) — g(x)
Ay = f(g(x + Ax)) — f(g(x))
=f(u+ Au) — f(u)
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Jadi,
& i I
= lim 2 lim Au

ax—0 AUt pp0 AX

Karena g terdiferensialkan di x, maka ia kontinu di sana (Teorema 3.2A), s¢hingga
Ax —~ 0 memaksa Au — 0. Karenanya
Ay .. Au dy du

dy
2o im 22 e i
dx A:TO Au A]:To Ax  du dx

Bukti ini sangat cerdik, tetapi sayangnya mengandung suatu cacat halus. Dengan ada-
nya fungsi u =g(x) yang bersifat bahwa Au = 0 untuk beberapa titik di setiap lingkungan x
(fungsi konstanta g(x) = k adalah sebuah contoh yang baik). Ini berarti pembagian oleh Au
pada langkah pertama mungkin tidak bertaku. Namun, tidak ada cara yang mudah untuk
mengatasi kesulitan ini, meskipun Aturan Rantai tetap sahih dalam kasus itu. Kami akan
menyajikan bukti lengkap dari Aturan Rantai tersebut dalam Apendiks (Pasal A.1. Teore-

ma B). u
SOAL-SOAL 3.6

Dalam Soal-soal 1-4, cari Ay untuk nilai- x2 41

nilai x; dan x, yang diberikan (lihat Con- 8. y= x

toh 1).

Dalam Soal-soal 9-20, gunakan Aturan

Ly =x?— =1x,=15 . .
Ly=x'-2x+dx=lx Rantai untuk mencari dy/dx,

i
.y = X, =2,x,=2,2
Ly 2x+xx, X2 9. y=udanu=x*+ 3x
1

3
3. y:)—cﬁ,x,=2,34.x2=2,31 10. y=?=u‘1danu=sinx
€] 4. y=cos2x x, =0,571,x, = 0,573 AL y = sin(x?)
12. y =sin® x
Dalam Soal-soal 5-8, mula-mula cari dan 2 A
x* 41
sederhanakan 13. y= ( )
cos x
Ay _ [+ A% - £0)
Ax Ax 14. y = [(x? + 1)sin x]*

Kemudian cari dy/dx dengan mengambil

- 2\6in?
fimit dari jawab anda untuk Ax — 0. 15. y = cos(x")sin® x

3 42
5. y=x2—3 16, yo &2
y x . 4 x*+ 1
6. y=x* i
17. y = sin*(x? + 3) (Lihat Contoh §)
x

1. y=——71 ) 2 .

x+1 18. y = sin[(x? + 3))
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1 +2
19. y = cos?(L T2
¥ = cos (x’ —3
0. y = sin*[cos*(x?)]

Dalam Soalsoal 21-26, cari turunan yang
ditunjuk.

d
21. E(sin’ t + cos®t)

2

[ M

8 a2 [(s* +3)* — (s* + 3)"%]
ds

23. D,[n(r + 3)* — 3ar(r + 2)°]

24, D + 3u} Jika u = 1*

»
A

l 4
. f(2) Jika f(x) = (x + ;)

26. F'(0) Jika F() = cos(t?)sin 3¢

27. Andaikan bahwa f(3) =2, f'(3) =
-1, g(3) = 3, dan £'(3) = ~4. Hitung
masing-masing nilai.
@ (f +a)3)
© (f/9Y3)

(®) (f-9Y(3)
@ (fo9Y®

, 28.Jika fi2) = 4, f'(4) = 6, dan
f(2) = =2, hitung masing-masing nilai,

@) i[f(x)]3 di x=2
dx
dl 3 )
(b) ix [fi(ﬁ] dix=2
© (f=YQ

Soal-soal 29 dan 30 mengacu ke grafik-
grafik pada Gambar 3 dan 4.

y

5 7
4 = f{x)
3

y
gl ,/

123 465 8 x
GAMBAR 3
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|
1234566 x

vEgixi )
vd

GAMBAR 4

29. Cari masing-masing nilai secara
hampiran.

@ (f + gy
®) (f9)©®)
30. Cari
hampiran.
@) (f/ay@)
(®) (g fY(3)

masing-masing nilai secara

31. Sisi sebuah kubus bertambah de-
ngan laju tetap sebesar 16 sentimeter/
“menit, :

(a) Cari laju pada mana volume kubus ber-
tambah pada saat sisi sebesar 20 cm,

(b) Cari laju pada mana total luas per-
mukaan kubus bertambah di saat sisi se-
besar 15 sentimeter,

32. Kapal 4 dan B bertolak dari titik
asal pada waktu yang bersamaan. Kapal 4
berlayar ke arah timur dengan laju 20 mil/
jam dan kapal B berlayar ke arah utara
dengan laju 12 mil/jam. Seberapa cepat
mereka berpisah setelah 3 jam? Setelah
6 jam?

33. Di manakah garis singgung kurva
= x? cos®(x)? pada x = \/7_1 akan me-
motong sumbu-x?

34. Permukaan dari suatu jam din-
ding berjari-jari 10 cm. Seutas tali elastis
diikatkan salah satu ujungnya pada tepi
angka 12 dan ujung lainnya diikatkan
pada ujung jarum menit yang panjangmya
10 cm. Tentukanlah tingkat ketegangan
tali pada waktu pukul 12.15 (dengan
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asumsi bahwa penunjukan waktu tidak 36. Diketahui
menjadi lambat dengan menegangnya "
. 3 o
tali). Let f(x) ={x sm; jikax #0
0 jikax =0
35. Diketahui f dapat dideferensial-
kan dan ada beberapa titik x, dan x; (a) Tentukan f(x) untuk x # 0 dengan
sedemikian rupa sehingga f(x,) = x; dan dalil yang ada.
Axz) = xy. Diketahui fF(f(AfIN). (b) Tentukan f'(0) dari c'lefinisi turunan.
Buktikan 9’(x1) = g'(x2). (¢) Tunjukkan bahwa f '(x) tak-kontinu
padax=0.

N

3.7 Turunan Tingkat Tinggi

Operasi pendif jal bil sebuah fungsi f dan menghasilkan sebuah fungsi
baru . Jika ' sekarang kita diferensialkan, kita masih menghasilkan fungsi lain, dinyata-
kan oleh f" (dibaca “f dua aksen”) dan disebut turunan kedua dari f. Pada gllirannya
ia boleh diturunkan lagi, dengan demikian menghasilkan /', yang disebut turunan ke-
tiga, dan seterusnya. Sebagai contoh, andaikan

flx)=2x> —4x* +Tx - 8

Maka
fi(x) = 6x2 — 8x + 7

ffx)=12x~-8
Sr(x) =12
17 =0

Karena turunan dari fungsi nol adalah nol, maka semua turunan tingkat yang lebih tinggl
akan nol.

Kita telah memperkenalkan tiga notasi untuk turunan (sekarang disebut juga furunan
pertama) dari y = f{x). Mereka adalah
re by 2

x

masing-masing disebut, notasi aksen, notasi d, dan notasi Leibniz. Terdapat sebuah
variasi dari cara notasi aksen — yakni, »’ — yang kadang kala akan kita pakai juga. Semua
notasi ini mempunyai perluasan untuk turunan tingkat tinggi, seperti diperlihatkan
dalam bagan pada halaman berikutnya. Khususnya perhatikan notasi Leibniz, yang
walaupun ruwet — kelihatannya paling cocok untuk Leibniz. Yang, menurutnya, lebih

wajar dari pada menuliskan
2
i d_y sebagai ﬂ_y
dx \dx dx?
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Cara penulisan (notasi) untuk turunan dariy = fix)

Turunan notasi notasi notasi fotasi
£ v D Leibniz
, . dy
Pertama . f{x) Y. Dy ax
: 2.
Kedua #(x) v Diy Ly
A dx?
o ay
Keti lad " M -
v ) y Dy 5
- w dy
Keempat (%) ¥ Dty =3
" . L ods
Kalima £3(x) yt Dy ' %
L . @y
Keenam 16 (x) e Oy B
Ke-n m(x) y oy gf%

CONTOH 1 lJika y = sin 2x, cari d®y/dx®, d*y/dx*, dan d*?y/dx'?.

Penyelesaian

dlly _
dxll -

Z;‘: = 2cos 2x

dl
Y e 22%in2x

dx?

== = —23%o0s 2x
Y 2%in 2x

X

d5

Y
i 25cos 2x

2'2gin 2x
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KECEPATAN DAN PERCEPATAN Dalam Pasal 3.1, kita memakai pengertian kecepatan
sesaat untuk memotivasi definisi turunan. Kita akan mengkaji ulang pengertian ini dengan
memakai sebuah contoh. Juga, sejak saat ini kita akan memakai kata tunggal kecepatan
sebagai ganti istilah kecepatan sesaar yang lebih tidak praktis,
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CONTOH 2 Sebuzh benda bergerak sepanjang garis koordinat sehingga posisi s-nya me-
menuhi, s = 2> — 127 + 8, dengan s diukur dalam sentimeter dan ¢ dalam detik. Ten-
tukan kecepatan benda bilamana ¢ = 1 dan ¢ = 6, Kapan kecepatannya 0? Kapan ia
positif?

Penyelessian Jika kita kai lambang v(f) untuk kecepatan pada saat ¢, maka

ds
v(t)=-d7=4t—- 12

Jadi,
ol) = 4(1) — 12 = —8 cm/detik
wW6) = 4(6) — 12 = 12 em/detik
Kecepatan O bilamana 4¢ — 12 = 0, yaitu, pada saat ¢ = 3. Kecepatan positif bilamana

4t — 12>>0, atau pada saat 1> 3. Semua ini dipedihatkan secara skema dalam Gambar
1.

t=8,s=8v=-12

t=3
s=—10 €
v=0 t=1s=-2v=-8 t=0,s=8,v="-12
1 ] ] | |
-0 -5 0 5 10 g
GAMBAR 1

Tentu saja, benda tersebut bergerak sepanjang sumbu-s, bukan pada jalur di atasnya.
Tetapi jalur kita memperlihatkan apa yang terjadi pada benda itu. Jikatz =0dant= 3, ke-
cepatan negatif: benda bergerak ke kiri (mundur). Pada saat 1= 3 ia "diperlambat” ke kece-
patan nol, kemudian mulai bergerak ke kanan bila kecepatannya positif. Jadi, kecepatan
negatif bersesuaian dengan gerakan benda itu ke arah berkurangnya s; kecepatan positif
bersesuaian dengan gerakan benda itu ke arah ber hnya s. Pembal yang menda-

lam mengenai butir-butir ini akan diberikan dalam Pasal 4.8. n

Terdapat perbedaan teknis antara perkataan kecepatan (velocity) dengan laju (speed).
Kecepatan (velocity) mempunyai sebuah tanda yang dihubungkan dengannya; mungkin
positif atau negatif. Laju didefinisikan sebagai nilai mutlak kecepatan. Jadi, dalam contoh
di atas, laju pada saat = 1 adalah |-8| = 8 cm/detik. Pengukur dalam kebanyakan ken-
daraan adalah pengukur laju (speedometer); ia selalu memberikan nilai-nilai tak negatif.

Sekarang kita ingin memberikan tafsiran fisik mengenai turunan kedua d?s/de*. Tentu
saja, ini hanya turunan pertama dari kecepatan. Jadi, ia mengukur laju perubahan kecepat-
an tethadap waktu, yang dinamakan percepatan. Jika dinyatakan oleh g, maka

3
:
1
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Dalam Contoh 2, s =2/ — 12+ 8. Jadi,

ds
=24
v o 2
d*s
=" =4
“Tie

Ini berarti bahwa kecepatan bertambah dengan suatu tingkat yang tetap sebesar 4 cm/de-
tik setiap detik, yang kita tuliskan sebagai 4 cm/detik/detik.

CONTOH 3  Sebuah titik bergerak sepanjang garis koordinat mendatar sedemikian sehing-
ga posisinya pada saat ¢ dinyatakan oleh

s=1t>—12t* + 36t — 30

Disini s diukur dalam meter dan ¢ dalam detik.
(a) Kapan kecepatan 0?

(b) Kapan kecepatan positif?

(¢) Kapan titik bergerak mundur (yaitu, ke kiri).
(d) Kapan percepatannya positif?

Penyelesaian
(3) v=ds/dt=31> — 24r+36=3(r — 2)(+— 6). Jadiv=0pada r=2dan ¢=6.
(b) v > 0 bilamana (¢t — 2)(¢ - 6) > 0. Kita pelajari bagai hkan p

an kuadrat dalam Pasal 1.3. Penyelesaiannya adalah {r : 1 < 2 atau ¢ > 6 } atau
dalam notasi selang, (—o0,2) U (6, «c): lihat Gambar 2.

v {+) (0} (5] 0 {+)
1 L 1 1 ! |
2 6
GAMBAR 2

() Titik bergerak ke kizi bilamana v < 0 — yaitu, bilamana (r — 2)(+ - 6) <0, Ke-
) ini punyai penyelesaian berupa selang (2, 6).
(d) a =dv/dt =6t — 24 =6(¢t — 4). Jadi ¢ > 0 bilamana ¢t > 4. Gerakan titik secara
skematis diperlihatkan dalam Gambar 3.

t=9
t=6
t=-1 t=2
-1 { Il i 1 1 Al | |
—80 —60 —40 -20 0 20 40 60 80 $
GAMBAR 3 u

MASALAH BENDA JATUH Jika sebuah benda dilempar ke atas (atau ke bawah) dari
suatu ketinggian awal so meter dengan kecepatan awal v, meter/detik dan jika s adalah
tingginya di atas tanah dalam meter setelah ¢ detik, maka

s= 1662 + vot + 50
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Ini menganggap bahwa percobsan berlangsung dekat permukaan laut dan bahwa tahanan
udara dapat diabaikan. Diagram dalam Gambar 4 melukiskan situasi yang kita bayangkan.

)

v=v,ate=0

,

Permukaan tanah
GAMBAR 4

CONTOH 4 Andaikan sebuah bola dilempar ke atas dari puncak sebuah gedung yang
timgginya 160 kaki dengan kecepatan awal 64 kaki/detik.

(a) Kapan ia mencapai ketinggian maksimum?
(b) Berapa ketinggian maksimumnya?

(c) Kapan ja membentur tanah?

(d) Dengan laju berapa ia membentur tanah?
(¢) Berapa percepatannya pada = 2?7

Penyelesaian  Di sini s, = 160 dan v, = 64, sehingga

s = —16t2 + 64t + 160

v=§—:=—32t+64

(a) Bola pai ketinggian maksi pada waktu kecepatannya O — yakni, pada
waktu —32¢ + 64 = 0, atau pada waktu ¢ = 2 detik.

(b) Pada t=2, s=—16(2)" = 64(2) + 160= 224 kaki.
(¢) Bola membentur tanah pada waktu s = 0 — yakni, pada waktu

—161* + 64t + 160 =0
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Jika kita bagi dengan —16 dan gunakan rumus abc, kita peroleh
-4 —-10=0

41\/16+40 4+2\/_ —21 T

Hanya jawab positif yang berarti. Jadi, bola membentur tansh pada ¢ =2 + V14
= 5 74 detik.

(d) Pada ¢ =2 ++/14,v = —32(2 + \/T4) + 64 ~ 119,73, Jadi, bola membentur ta-
nizh pada laju 119,73 kaki/detik.

(¢) Percepatan selalu -32 kaki/detik/detik. Ini adalah percepatan gra\ntasx dekat
permukaan laut. [ ]

BUKU TENTANG ALAM

%m tentwg Alam yan akhar telah ad- sebelum kita- a;la dag: ﬁkafin Yaux b?nuk
“tertulis di situ.. . . Akan tefapi, Kits tidak dapat m yasebetum Kita mempela-
fari balasa dan mbang-larhbang: seb . : i
* ‘bahasa matika dan lambang-lamban
gariibar geometris !!W‘"' :

" Gatileo Galitet -

PEMBENTUKAN MODEL MATEMATIS Galilto memang benar dalam menyatakan
bahwa buku tentang alam ditulis dalam bahasa matematika. Tentu saja, lembaga-lembaga
ilmiah telah membuktikan kebenarannya Pekerjaan mengungkapkan suatu kejadian fisika
dan menyajikannya dalam lambang: tika di an kan model
matematis. Salah satu unsur pokoknya adalah menerjemahkan uman urajan kata ke
dalam bahasa matematika. melakukan hal ini, khususnya yang menyangkut tingkat per-
ubahan akan menjadi semakin penting sejalan dengan pembahasan kita. Berikut adalah
beberapa gambaran sederhana.

Uraian Kata Model Matematika
Air tiris keluar dari sebuah tangki berben- Bila ¥V menyatakan vo-
tuk silinder pada suatu tingkat yang se- » lume air pada saat # maka
. banding dengan kedalaman airnya. dav = _kh
dt .

Suatu roda berputar secara konstan 6 pu- 49
taran per menit. dt =6(27)

Kepadatan (dalam gram per cm) suatu
kawat pada suatu titik adalah dua kali
jaraknya dari ujung kiri.

Tinggi suatu pohon bertambah secara [~ Bila m menyatakan massa
kontinu, akan tetapi dengan tingkat yang x cm bagian kiri kawat,

X

dt

makin lama makin lambat. maka Z;n = 2
T dh dh
= —< 0
P o e
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Penggunaan bahasa matematika tidak terbatas hanya untuk besaran-besaran fisika
saja; akan tetapi juga sesuai untuk ilmu-ilmu sosial, terutama ekonomi.

CONTOH 5 Kantor Berita Antara melaporkan bulan Mei 1980, bahwa pengangguran ber-
tambah dengan tingkat yang semakin tinggi. Di samping itu, harga makanan naik tetapi
dengan tingkat yang lebih lambat dari pada sebelumnys. Tafsirkan pemyataan-per-
nyataan ini dalam bahasa kalkulus.

Penyelessian  Andaikan u = f(t) menyatakan jumiah orang yang menganggur pada waktu

t. Walaupun « sebenarnya mel t dalam b satuan, kita ikuti kebiasaan baku
dalam menyatakan u oleh sebuah kurva mulus manis, seperti dalam Gambar 5. Untuk
mengatakan pengangguran bertambah adalah mengatakan du/dt > 0; untuk mengata-
kan bahwa ia bertambah pada tingkat yang semakin tinggi adalah mengatakan
dufdt* >0.

Serupa, jika p = g(t) mewakili harga makanan (misalnya, biaya khas toko makan-
an satu hari untuk satu omng) pada waktu ¢, maka dp/dr > 0 tetapi d*p/d:* < 0; lihat
Gambar 6,

v I3
p=gln
t
GAMBAR § GAMBAR 6 »
SOAL-SOAL 3.7
Dalam Soalsoal 18, cari &y /dx’. Dalam Soal-soal 9-16, cari £''(2).
1. y=x+3x2—2x—8 9 f(x)=2x>~17

10. f(x) = 5x> + 1
2 y=2x3—x* I

1
3 y=(x+5" o=
4. y=0x-2° ) =~
12, f(u) [
5, y = sin(3x)
6. y = cos(x?) 13, ) = xtx + 1
2x + 1
1 =
7 y=x—_§ 14. f(x) P
x 15. f(x) = sin*(nx)
8 y

TS 16. f(x) = x cos(nx)
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17. Andaikan n! = n(n — 1}n - 2)
L..3+2+1.Jadid!=4+3°2°1=24
dan 5! =5+4+3 -2 . Kita beri n!
nama n faktorial. Buktikan bahwa
DA xm) =t

18. Dengan memakai lambang fakto-
rial dari Soal 17, cari sebuah rumus untuk

D@, + aeo X"+ agx + ag)

19. Tanpa melakukan perhitungan
apapun, cari tiap turunan
(a) DYOX + 2x — 19)
(b) DI%(100x!! ~ 79x'0)
© D(x* -3
20. Cari sebuah rumus untuk D} (1/x).
21 Jika f(x) = x + 3x% - 45x — 6,
cari nilai f" pada setiap titik nol d?ri f -
yakni, pada setiap titik ¢ di mana f'(c) = 0,
22. Andaiken g(r) = at® 4+ bt +¢
dan g(1) = 5, g'(1) = 3, dan g (1) = ~4.
Carig, b, danc.

Dalam Soal-soal 23-28, sebuah benda ber-
gerak sepanjang sebuah garis koordinat
mendatar sesuai dengan rumus s = f{1),
dimana 5, jarak berarah dari titik asal, ada-
lah dalam kaki dan ¢ dalam detik. Dalam
tiap kasus, jawab pertanyaan-pertanyaan
berikut (lihat Contoh 2 dan 3).

{a) Berapa v(z) dan a(f), kecepatan dan
percepatan pada waktu ¢?

{b) Kapan benda bergerak ke kanan?

(c) Kapan ia bergerak ke kiri?

(d) Kapan percepatan negatif?

(¢) Gambarkan sebuah diagram skema-
tis, yang memperlihatkan gerakan benda.

23 5=12t— 2%
U s=1 -6
25, s =1 —9r? 4+ 24t
2. s=2"-6t + 5

16
27'S=12+_t-',>0
4
28.s=r+;,r>0

29. Jika s = 4¢% — 508 + 1272, cari
kecepatan dari benda yang bergerak bila-
mana percepatannya nol.
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30, Jika s = 75(r* ~ 142 + 601%),
cari kecepatan dari benda yang bergerak
bilamana percepatannya nol.

31. Dua partikel bergerak sepanjang
gatis koordinat. Pada akhir ¢ detik jarak-
jarak berarah mereka dari titik asal, dalam
meter, masing-masing diberikan oleh
$1=4t-31% dans, = 1% — 2z
(2) Kapan mereka mempunyai kecepatan
sama?

(b) Kapan mereka mempunyai laju sama?
(Laju sebuah partikel adalah nilai mutlak

kecepatannya).
(c) Kapan mereka mempunyai posisi
sama?

32, Posisi dua partikel P, dan Py,
pada sebuah garis koordinat pada akhir
t detik masing-masing diberikan oleh §1=
36 - 120 + 181+ Sdansy; = -4 + 9%
12r. Kapan dua partikel itu mempunyai
kecepatan sama?

33. Sebuah benda dilempar langsung
ke atas pada ketinggian s = —16¢% + 48;
+ 256 kaki setelah ¢ detik (lihat Contoh
4).

(a) Berapa kecepatan awainya?
(b) Kapan ia mencapai ketinggian
maksimum?
(c) Berapa ketinggian maksimumnya?
(d) Kapania membentur tanah?
(¢) Dengan laju berapa ia membentur
tanah?

34. Sebuah benda dilempar langsung
ke atas dari permukaan tanah dengan ke-
cepatan awal 48 kaki/detik kira-kira ber-
ada pada ketinggian s = 48¢ — 16+ kaki
pada akhir ¢ detik,

{a) .Berapa ketinggian maksimum yang
dicapai?

(b) Seberapa cepat ia bergerak, dan ke
arah mana, pada akhir 1 detik?

(c) Berapa lama yang diperlukan untuk
kembali ke posisi semuja?

35. Sebuah peluru kendali ditembak-
kan langsung ke atas dari tanah dengan ke-
cepatan awal v, kaki/detik. Ketinggiannya
setelah ¢ detik diberikan oleh s = vot —
16¢* kaki. Berapa seharusnya kecepatan
awal peluru kendali itu. agar mencapai
ketinggian maksimum i mil?

36. Sebuah benda dilempar langsung
ke bawah dari puncak sebuah karang de-
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ngan kecepatan awal vo kaki/detik kira-
kira jatuh sejauh s = vor + 16¢* kaki sete-
lah ¢ detik. Jika ia membentur permuka-
an laut di bawah setelah 3 detik dengan ke-
cepatan 140 kaki/detik, berapa tinggi ka-
rang tersebut?

37. Sebuah titik bergerak sepanjang
garis koordinat mendatar sedemikian se-
hingga posisinya pada saat ¢ dirinci oleh
s= ¢ — 3% ~ 24t — 6. Disini 5 diukur
dalam sentimeter dan ¢ dalam detik. Ka-
pan titik itu bertambah lambat, yakni,
kapan lajunya berkurang?

38, Yakinkan diri anda bahws se-
buah titik yang bergerak sepanjang se-
buah garis adalah semakin lambat bila-
mana kecepatan dan percepatannya mem-
punyai tanda berlawanan (lihat Soal 39).

39, Terjemahkanlah yang berikut ini
ke dalam bahasa turunan pertama, kedua,
dan ketiga dari jarak terhadap waktu.

(a) Laju mobil tersebut sebanding de-
ngan jarak yang telah ditempuhnya.

(b) Mobil itu bertambah cepat.

(c¢) Saya tidak mengatakan bahwa mobil
itu makin lambat; Saya katakan tingkat
pertambahan kecepatannyi yang berku-
rang.

(d) Kecepatan mobil itu bertambah de-
ngan 10 mil per jam setiap menit.

(e) Mobil itu makin lambat secara ter-
atur sampai akhirnya berhenti.

(f) Mobil itu selaln menempuh jarak
yang sama dalam interval waktu yang
sama.

40. Terjemahkanlah yang berikut ini
ke dalam bahasa turunan.
{(a) Air menguap dari tangki itu dengan
suatu tingkat yang konstan,
{b) Air dituangkan ke dalam tangki itu 3
galon per menit akan tetapi juga ada ke-
bocoran § galon per menit.
(c) Oleh karena air yang dituangkan ke
dalam tangki kerucut pada tingkat yang
konstan, permukaan air meninggi pada
tingkat yang makin lama makin lambat.
(d) Inflasi dijaga tetap pada tahun ini
akan tetapi diperkirakan akan naik sema-
kin cepat dalam tahun depan.

—
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(e) Pada saat ini harga minyak sedang
merosot tajam, akan tetapi kecenderung-
an ini diperkirakan akan berkurang dan
kemudian akan berbalik dalarg tempo 2
tahun.

(f) Suhu badan David masih tetap naik,
akan tetapi kiranya penicillin akan segera
menawarkannya.

41. Terjemahkanlah pernyataan-per-
nyataan berikut ini ke dalam bahasa
matematika seperti pada Contoh 5.

(a) Harga sebuah mobil terus bertambah
dalam tingkat yang makin lama makin
tinggi.

(b) Dalam 2 tahun terakhir ini, Amerika
Serikat melanjutkan pengurangan Kon-
sumsi minyaknya, akan tetapi dalam ting-
kat yang makin lama makin rendah.

(¢) Populasi di dunia terus berkembang,
akan tetapi dalam tingkat yang makin
lama makin rendah.

(d) Mobil itu makin lama makin cepat
pada tingkat perubahan yang tetap.

(e) Sudut Menara Miring di Pisa terhadap
garis vertikal bertambah lebih cepat.

(f) Keuntungan  perusahaan  Upper
Midwest bertambah dengan lambat.

(g) Perusahaan XYZ telah merugi, akan
tetapi dalam waktu dekat nanti situasi
ini akan berubah.

42. Terjemahkanlah setiap pernyata-
an berikut yang berasal dari surat-surat
kabar ke dalam bentuk pernyataan turun-
an. (a) Di Amerika Serikat, rasio R hu-
tang pemerintah terhadap pendapatan
nasionalnya tetap tidak berubah di sekitar
28% sampai dengan tahun 1981 akan te-
tapi, (b) kemudian rasio ini mulai mening-
kat dan terus meningkat secara tajam,
mencapai 36% pada tahun 1983. (c) IMF
menerbitkan daftar yang menunjukkan
bahwa laju pertumbuhan R lebih besar di
Amerika Serikat dari pada di Jepang.

43. Leibniz mendapat suatu rumus
umum untuk D?(uv) di mana u: dan v
adalah sama-sama fungsi x. Dapatkah
Anda menemukannya? Petunjuk: Mulai-
lah dengan mencoban=1,n=2,n=3.

e
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3.8 Pendiferensiatan Implisit ( belom yelas )

Dengan sedikit usaha, kebanyakan mahasiswa akan mampu melihat bahwa grafik dari
P+y=x

tampak seperti apa yang diperlihatkan dalam Gambar 1. Pastilah titik (2, 1) terletak pada

grafik, dan tampaknya terdapat sebuah garis singgung yang terumuskan dengan baik pada

titik tersebut. Bagaimanakita mencari kemiring-

an garls singgung ini? Mudah,.anda dapat men-

7  jawab: hitung saja dy/dx pada titik itu. Totapi

itulah kesukarannya, kita tidak tshu bapai-
mana mencari dy/dx dalam situasi ..

Flemen baru dalam masalash ini adalsh

bahwa kita menghadapi sebuah persamaan

g 2 x  yang secara gamblang (explisit) tidak ter

selesaikan untuk y. Apakah mungkin untuk

mencari dy/dx dalam keadaan seperti ini. Ya,

v Ty =x diferensialkan kedua ruas persamaan
GAMBAR 1
Y+ Ty =x*
th x dan kan hasil-hasilnya. Dalam melakukan ini, kita anggap bahws per-

samaen yang diberikan memang menentukan y sebagal suatu fungsi x (hanya saja kita
tidak tahu bagaimana mencarinya secara eksplisit). Jadi, setelah memakai Aturan Rantai
pada suku pertama, kita peroleh

dy  dy

LI 1) A 3

3 dx + dx *

Yang belal dapat diselesaikan untuk dy/dx sebagai berikut.

dy = 32
i @By + 7 =3x

dy  3x?

dx 47

Perhatikan bahwa ungkapan kita untuk dy/dx mencakup x dan y, suatu kenyataan
yang sering menyusahkan. Tetapi jika kita hanya ingin mencari kemiringan pada sebuah
titik di mana koordinatnya diketahui, tidak ada kesu} Di(2,1),

Kemiringan adalah ;

Metode yang baru saja digambarkan untuk mencari dy/dx tanpa terlébih dshulu
menyelesaikan persamaan yang diberikan untuk y secara gamblang dalam bentuk x di-
sebut pendiferensialan implisit. Tetapi apakah metode tersebut masuk akal — apakah
ia memberikan jawaban yang benar?
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SEBUAH CONTOH YANG DAPAT DIPERIKSA untuk buktikan keb d
di atas, lihatlah contoh berikuf, yang dapat dikerjakan dengan dua cara.

CONTOH 1 Cari dy/dx jika 4x%y — 3y =x° — 1.
Penyelesaian

METODE 1 Kita dapat menyelesaikdn persamaan yang diberikan secara gamblang untuk
y sebagai berikut.
yax: -3 =x>-1

X1
YT T3
Jadi,
dy (4x* - 3)3x%) — (x* — 1)(8x) _ 4x* — 9x? + 8x
i @x: -3 T (@xT -3y
METODE 2 (Pendiferensialan Implisit). Kita kan tur unan kedua ruas da-
n

4x?y -3y =x> -1
Setelah memakai Aturan Hasilkali pada suku pertama, kita dapatkan

dy

4x’-;i—;+y~8x— 3%:3):2

%(4;:1 — 3) = 3x? — 8xy

dy 3x? - 8xy
dx  4x*-3
Walaupun jawab ini kelihatan berlainan dari jawab yang diperoleh terdahulu, tetapi
keduanya sama. Untuk melihat ini, gantikan y=(x* —1)/(4x* —3) dalam ungkapan
untuk dy/dx yang baru saja diperoleh.

3x? — gx,xs;l
d_y_3x2—-8xy_ 4x? -3
dx  ax*-3 4x? -3
_12x* — 9% - 8x* + 8x _ 4x* — 9x? + 8x
B (4x? — 3y (@x? =3y .

BEBERAPA KESUKARAN YANG TAK KENTARA  Jika sebuah persamaan dalam
x dan y menentukan sebuzh fungsi y = f(x) dan fungsi ini terdiferensiatkan, maka metode
pendiferensialan implisit akan ghasilkan sebuah ungkapan yang benar untuk dy/dx,
Terdapat dua “jika” besar dalam permyataan ini.

Pertama perhatikan persamaan

X2+ yt=—1
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Is tidak mempunyai penyelesaian dan karena itu tidak menentukan suatu fungsi.
Sebaliknya,

2

X2 +y?=25

menentukan fungsi-fungsi y = f(x) = /25 — x dan fungsi y =g(x)=—+/25 ~ x*.Gra-
fik-grafik mereka diperlihatkan dalam Gambar 2.

I(x)=\/25—)(7 gix)=—V25—x2
GAMBAR 2

Untungnya, fungsi ini keduanya terdiferensiatkan pada (5, 5). Pertama perhatikan

£ Ia memenuhi
x2 +[f())P =25
PBilamana Kita diferensialkan secara implisit dan menyelesaikan untuk £(x), kita peroleh
2x + 2f(x)f'(x) =0
£ = SN S
f(x) J25 - x*

Perlakuan serupa secara lengkap terhadap g(x) menghasilkan

(X) = = = ——g
= T T o

Untuk keperluan praktis, kita dapat memperoleh kedua hasil ini secara serompak
dengan pendiferensialan secara implisit deri x* + y* = 25, Ini memberikan

dy

2x+2yd—x=0
=X jkay=f(x)
dy _x_ J25 - %2
dx ¥ —X "
I — = g(x
— _———zs_xgkay g(x)

Secara wajar, hasilnya identik dengan yang diperoleh di atas.

——.
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Perhatikan bahwa adalah cukup untuk mengetshui dy/dx = —x/y agar dapat me.
nerapkan hasil-hasil kita. Andaikan kita ingin mengetahui kemiringan garis singgung pada
lingkaran x? + y* = 25 bilamans x = 3. Nilai-nilai y yang berpadanan adalah 4 dan -4
Kemiringan di (3, 4) dan (3, —4), masing-masing diperoleh dari penggantian —x/y adalah
~4 dan % (lihat Gambar 2).

Untuk menyulitkan keadaan, kita tunjukkan bahwa
xt 4+ y* =25

menentukan banyak fungsi lainnya. Pandang fungsi # yang didefinisikan oleh

V25~ x* jika-5<x<3
h(x)=
—/25 - x* jika 3<x<5

Ia juga memenuhi x> + y* = 25, karena
x* + [h(:)]? = 25. Tetapi ia bahken tidak
kontinu di x = 3, schingga tentu saja tidak
mempunyai turunan di sana (lihat Gambar 3).

N Sementara subyek fungsi mplisit menyju
- ke masalah teknis yang snkar (ditangani dalam
- kalkulus lanjut), mualah-mauhh ynn; kita

laiari i
PEiE) puny &l purly Loty

T

y=hix)

GAMBAR 3

LEBIH BANYAK CONTOH Dalam contoh-contoh berikut, kita anggap bahwa persama-
an yang diberikan menentukan satu atau lebih fungsi-fungsi te:diferensulkm yang turun-

1

an-turunannya dapat dicari dengan pkan penditi 1

CONTOH 2 Caridy/dx jikax? + 5y* =x + 9.

Penyelesaian
d 2 o4
G =D

PURNRTIY L. A

dx
dy 1-2
ax 157 ]
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CONTOH3 Cari Dy jika £ + 'y — 10* =0.
Penyelesaian
' D + *y — 10y*) = D(O)
32 + 2D, + W2t) — 40y°Dyy =0
Dy(? — 40y*) = =312 — 2ty

32 + 2y
Dy =G 2 "

CONTOH 4 Cari persamaan garis singgung pada kurva
y? — xy* + cosxy =2

dititik (0, 1).

Penyelesaian Untuk menyederhanakan, kita gunakan notasi »' untuk dy/dx. Bilamana
kita mendiferensialkan kedua ruas dan menyamakan hasilnya, kita peroleh

3%y = x(2yyy— y* ~ (sinxpxy +3) =0
Y3y — 2xy — x sin xy) = y* + ysin xy
. y* + ysinxy
Y =3 Taxy — xsinxy

Di (0, 1), ¥ = 4 Sehingga, persamaan garis singgung di (0, 1) adalah
y—1=4x-0) [ ]

ATURAN PANGKAT LAGI  Kita telah mempelajari bahwa D (x") = nx"~ L dimanan
adalah seb bil bulat, Sek g ini kita perluas pada kasus di mana n adalah

bilangan :nsion:l sebu;ns.

Bukfi Karena r rasional, meka r dapat dituliskan sebagai p/q, di mana p dan q adalah
bilangan-bilangan bulat dengan ¢ > 0. Andaikan

y = x" = xP

| :
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Maka
yo=x
dan, dengan pendiferensialan implisit,
gy D,y = px*~!
Jadi,

_pxrt p oxrtt pxr!
D.y= P PTOCE Tl

= Exv‘l‘vﬂ'/q = Bxp/q—l =rx!

q q

Kita telah memperoleh hasil yang dikehendaki, tetapi — secara jujur — kita harus me-
nunjukkan kekurangan dalam argumentasi kita. Dalam langkah pendif implisi
kita anggap bshwa D,y ada — yaitu, bahwa y = xP/4 terdiferensialkan. Kita dapat meng-
isi kekosongan ini tetapi karena sukar, maka kita pindahkan pembuktian ke Apendiks
(Pasal A.1, Teorema C). »

CONTOH 5 Cari Doyjika y = 2x'1/3 4 4x3/4 — g/x23
Penyelesgiun Pertama kita tulis
D,y = 2D (x''?) + 4D (x**) — 6D (x"%%)
Kemudian, memakai aturan yang baru saja dibuktikan,
Doy = 24 4 4 gx 0 - (=
= B2x83 4 3xT VA 4 g5 L]

CONTOH 6 Jikay = /t* — 3t + 17,cad dy/dr.
Penyelesaian Pikirkan ini sebaga
y=u'? dan wu=1%-3t+17
dan terapkan Aturan Rantai.

dy dydu
dt ~ dudt

1
= (Eu ”2)(4113 -3

= (E%)(‘u’ ~3)

B 33 !

5 N/ et )

I
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Dengan menganggap bahwa tiap persamaan
dalam Soalsoal 1-12 mendefinisikan se-
bugh fungsi x yang terdiferensialkan, cari
D,y memakai pendiferensialen implisit,
Lxl-y*=9
2, 4x? +9y* =36

3. xy=4

Ead

b*x? + a?y? = a’bh?,
dimana g,bkonstanta

gl

xP-x+16=0

*

. x? —3x%y + 19xy =0

b

4xd 4+ llxy? — 20 = 0
8 /xy+ 3y=10x

9. 6x — /2xy + xy* = y*
2

y
10. 5 1=y
x? ¥

11.

xy +siny = x?

12, cos(xy) = y* + 2x

/

Dalam Soalsoal 13-18, cari persamaan

garis singgung di titik yang ditunjuk (lihat
Contoh 4).

13, x*y + ¥*x = 10; (1,2)

=

14. x3? + 3xy = 10y; (2,1)

18. sin(xy) = y; (n/2, 1)

16. y + cos(xy?) + 3x? = 4; (1,0)

17, x23 — 33 2y = 2; (1, ~1)

18. fy+xy:=s: “n
Dalam Soalsoal 19-32, cari dy/dx (lihat
Contoh 5 dan 6).

19,y =3 + /x

y=\y——-lx”’

v) Ganc vorae o

S E——

1
21.y=\%?+$

2 y=s Y+ 1
23,y = J3x* —4x
= — 2018
25 y - 3
. V= (x’ + Zx)’”
= (3x — 9)~%?
27, y=/x*+sinx
28 y=./x*cosx

1
Jx2sin x
30. y=.j1 + sin 5x
3L y =¥ + cos(x® + 2x)
32, y = /tan? x + sin® x

33, Jika st + £ = 1, cari ds/dr dan
dt/ds,

. y=

34, Jika y = sin(x?) + 2%, can
dx/dy.
35. Sketsakan grafik lingkaran
—4x+y'+3=0
dan kemudian cari persa persamaan

untuk dua garis singgung yang melalui
titik asal.

36 Ceri persamaan garis normal (ga-
ris tegak lurus pada garis singgung) pada
kurva 8(x? + »*)? = 100(® - »?) di
(3,1). 9o Qe gany gwitung

37. Andaikan xy + »* = 2. Maka
pendlferensuhn implisit dua kali terhadap

hasilkan:

X &3 s
@ xy +y+3y =0;
®) x +y +y + 3V + 60/) =0,

Selesaikan (a) untuk y' dan gantjkan dn-
lam (b), kemudian selesaikan umtuk y

Gant g Yrak ey Sy €angT S0 une’
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38, Cari y" jika x* — 4p2 +3=0
(lihat'Soal 37).

39. Cari y" di (2, 1) jika 2x%y —
4y = 4 {lihat Soal 37).

40, Gunakan pendiferensialan implisit
dua kali untuk mencari 3" di (3, 4) jika
x* +y* =125,

41, Perlihatkan bahwa garis normal
pada x* + y3 = 3xy di (-g-, %) melalui
titik asal.

42, Perlihatkan bahwa hiperbol-hiper-
bol xy =1 danx? — y2 = berpotongan
saling tegak lurus.

43. Buktikan bahwa grafik dari
2x? + y* = 6 dan y? = 4x berpotongan
saling tegak lurus.

4,4./ Andaikan kurva-kurva C; dan
Cy berpotongan di (xo, yo)dengan kemi-
ringan masing-masing m; dan m,. Maka
(lihat Soal 28 dari Pasal 2.3) sudut positif
@ dari C, (yaitu, dari garis singgung ke
C; di (x9, ¥g)) ke C; memenuhi

my —m,
14+ mm,

Kalkulus dan Geometri Analitis  Jilid 1

Cari sudut-sudut dari lingkaran x2 + y? =

1 ke lingkaran (x — 1)* + »? =1 pada
kedua titik potongnya,
45, Cari sudut dari garis y = 2x pa-

da kurva x? — xy + 2y* =28 pada titik-
titik potongnya di kuadran pertama (li-
hat Soal 44).

46. Sebuah partikel dengan massa m
bergerak sepanjang sumbu-x sehingga po-
sisi x dan kecepatan v = dx/dt memenuhi

m(v® — vd) = k(x§ — x%)
di mana vy, xg, dan k adalah konstanta-
konstanta. Buktikan dengan memakai pen-
diferensialan implisit bahwa

dv
Lk
mo X

bilamana v # 0.

47. Kurva x? —Xy +y2 = 16 merupa-
kan sebuah ellips yang berpusat di titik
asal dan garis y = x sebagai sumbu utama-
nya. Tentukanlah persamaan garis-garis
singgung pada dua titik di mana ellips ter-
sebut/’memotong sumbu-x,

48. Tentukan titik-titik pada kurva
x*y—xy® = 2 yang garis singgungnya
vertikal, yaitu di mana dx/dy = 0.

39 Laju yang Berkaitan

JYika variabel y tergantung kepada waktu 7, maka turunannya dy/dr disebut laju se-
saat perubshan. Tentu saja, jike y mengukur jarak, maka laju sesaat perubahan ini juga di-
sebut kecepatan, Kita tertarik pada beraneka laju sesaat, laju air mengalir ke dalam ember,

lalu besarnya luas p

minyak, laju bertambahnya nilai kapling tangh, dan

lain-lainnya. Jika y dlbenkan secara pmblang (eksplisit) dalam bentuk r, maka masalah-

nya sederhana; kita cukup mendife

saat yang diminta.

an dan di gk

g turunan pada

Mungkin saja, sebagai ganti diketahuinya y secara gamblang dalam bentuk ¢, kita me-
ngetahui hubungan yang mengaitkan y dan variabellainx dan kita juga mengetahui sesuatu
tentang dx/dr. Kita masih tetap mampu mencari dy/ds, karena dy/dt dan dx/dr adalah

laju-laju yang berkaitan. Biasanya ini akan

101k i,

pendife implisit.

DUA CONTOH SEDERHANA  Sebagai persiapan menyusun prosedur yang sistematis
untuk menyelesaikan masalah laju-laju yang berkaitan, kita bahas dua contoh.

CONTOH 1

Sebuah balon dilepas pada jarak 150 kaki dari seorang pengamat yang ber-

did di tenah. Jika balon naik secara lurus ke atas dengan laju 8 meter/detik, seberapa

cepat jarak antara p
50 kaki?

t dan balon ber

h pada waktu balon pada ketinggian




e
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Penyelesaian  Andaikan ¢ menyatakan banyaknya detik setelah balon dilepas. Andaikan
# menyatakan ketinggian balon dans jaraknya dari pengamat (lihat Gambar 1). Varia-
bel /2 dan s keduanya tergantung kepada ¢; tetapi alas segitiga (jarak dari pengamat

ke titik pelepasan) tetap tidak berubah dengan
bertambahnya ¢ Kita tekankan bahwa gambar

s
" yang kita buat sahih untuk semua 1 > 0.
Selanjutnya kita bertanya (dan menjawab)
150 dua pertanyaan dasar tentang k dan s.

GAMBAR 1

(a) .Apa yang diketahui? Jawab: dh/dt = 8.
(b) Apa yang ingin kita ketahui? Jewab: Kita ingin mengetahui ds/d¢ pada saat » = 50.
Variabel s dan # berubah dengan waktu (mereka adalah fungsi-fungsi implisit
dari f), tetapi mereka selalu dihubungkan dengan p Pythagoras
s* =1 + (1500
Jika kita dife ialkan secara implisit terhadap ¢ dan memakai Aturan Rantai, kita

peroleh
2s ds =2h dh
dt dt
atau
ds dh
gy Naiq
Yar T Var
Hubungan ini juga berdaku untuk semua ¢ > 0.
Sek dan bukan sebelumnya, kita berpaling pada situasi bilamana A = 50

Dari persamaan Pythagoras, kita lihat bashwa, bilamana & = 50

s = /0) + (150)° = 50,/10

Dengan menggantikan s(ds/d¢) = h(dh/dt) menghasilkan

50,/10 % = 50(8)

atau -
i 8
— = 2,53
P T
T i . SEGITIGA SEBANGUN *
{Dua segitiga dikatakan sebangun apabila.sudut adutn)

Dari geometri, kita pelajari bahwa perbandingat dntara sigi-sisi yang bersesuaion dari
kedua segitiga itu adalah sama. Sebagdi contoh; = v e ST e ere At e LT

Kei aan  ini; . sebaj
himpunan soal S
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Pada sast k = S0, jarak antara balon dan pengamat bertambah dengan kecepatan
2,53 kaki/detik. =

CONTOH 2 Air dituangkan ke dalam bak bentuk kerucut dengan laju 8 dm/menit. Jika
tinggi bak adalah 12 dm dan jarijari permukaan atas adalah 6 dm, seberapa cepat
permukaan air naik bilamana tinggi permukun adalah 4 dm?

Penyelesaion  Nyatakan tinggi permukaan nh dalam bak pada saat ¢ sebarang adalah h
dan andaikan r jarijari permukaan air yang berpad (lihat Gambar 2).

Diketahui bahwa V volume air dalam
bak naik dengan laju 8 dm/menit yaitu
dv/dt = 8. Kita ingin mengetahui seberapa
cepat air naik -- yakni, dh/dt -~ pada saat
h=4,

Kita perlu mencari sebuah persamaan
yang mengaitkan ¥ dan k. Rumus untuk volu-
me air dalam bak, V = {7 r*h, mengandung

_variabel r yang tidak diinginkan, tidak di-
" inginkan karena kita tidak mengetahui lajunya
‘dr/dt. Tetapi, memakai segitiga-segitiga yang
serupa (lihat Gambar 2), kita mempunyai
y/h = 6/12, sehingga r = hf2. Dengan peng-
| gantian ini dalam ¥ =4x r*h memberikan

| GAMBAR 2 nh®
i V="
s 12
' sebuah hubungan yang befaku untuk semua ¢ >0,
. Sekarang kita diferensialkan secara implisit, dengan tetap mengingat bahwa h
tergantung kepada ¢, Kita peroleh
av _ 3nh? dh
i e 12 dr
» atau
| av _wh dh
rn 4 dt
0 Pada saat ini, bukannya lebih dini, kita tinjau situasi bilamana k = 4. Dengan peng-
i gantian 4 = 4 dan d¥/dt= 8,kita peroleh
L]
‘ _ 4y dh
i 4 dr
i dari mana
dh 2
! it 0,637
Bilamana ketinggian air 4 dm, permukaan air naik dengan laju 0,637 dm/menit.
Jika anda pikirkan sejenak, anda yadari bahwa permul air akan naik se-
makin lambat dengan bedalunya waktu. Misalnya, bilamana h = 10
_ 10 dn

4 dr

|
|
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sehingga dh/dr = 32/100r ~ 0,102 dm/menit.
Apa yang sebenarnya kita katakan ialah bahwa percepatan d?/dr? negatif. Kita

dapat ghitung sebuah ungkapan untuknya. Pada sebarang waktu ¢,

~ nh? dh
T4 de
sehingga
32 , dh
="

Jika kita diferensialkan secara implisit lagi, kita peroleh

2
oL ()

A\
dari mana
dh\?
dih _Z(E)
ar "k
Ini jelas negatif. [ ]

PROSEDUR SISTEMATIS Contoh | dan'2 mengemukakan metode berikut untuk me-
nyelesaikan masalah laju-laju yang berkaitan.

Langkah 1 Andaikan t menyatakan waktu. Gambarlah diagram yang berlaku untuk
semua ¢ > 0, Beri pengenal besaran-besaran yang nilainya tidak berubah bila r bertambah,
dengan nilai-nilai konstanta yang diketahui. Berikan nama huruf pada besaran yang ber-
ubah sesuai waktu, dan bubuhkan garis-garis yang sesuai dari gambar dengan variabel-
variabel ini.

Langkah 2 Nyatakan apa yang diketahui dan informasi apa yang diinginkan tentang
variabel-variabel. Informasi ini akan berbentuk turunan-turunan terhadap

Langkah 3 Tulislah sebuah per yang hubungkan variabel-variabel yang
sahih untuk semua waktu ¢ > 0, bukan hanya pada beberapa saat tertentu.

Langkah 4 Diferensialkan persamaan yang ditemukan dalam Langkah 3 secara impli-
sit terhadap ¢ Persamaan yang dihasilkan, memuat turunan-turunan terhadap ¢, sahih
untuk semua ¢ > 0.

Langkah 5 Gantikan persamaan yang ditemukan dalam Langkah 4 untuk semua data
yang sahih pada saat tertentu untuk mana jawab masalah disyaratkan. Selesajkan turunan
yang diinginkan.

CONTOH 3 Sebuah pesawat udara terbang ke utara dengan kecepatan 640 km/jam me-
lintasi sebuah Kota tertentu pada tengah hari, dan sebuah pesawat kedua terbang ke
timur dengan laju 600 km/jam secara langsung melewati kota yang sama 15 menit ke-
mudian, Jika pesawat-pesawat itu terbang pada ketinggian yang sama, seberapa cepat
mereka berpisah pada pukul 13.15?
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Penyelesaian

Langkeh 1  Andaikan r menyatakan ba-
nyaknya jam setelah pukul 12.15. Gambar 3
memperihatkan situasi untuk semua ¢ > 0.
Jarak dalam km dari kota ke pesawat terbang
yang ke utara pada saat ¢ = O (pukul 12.15)
y diberi pengenal dengan konstanta $§° = g0,
s Untuk ¢ > 0, kita andaikan y menyatakan

jarak dalam km yang diterbangi oleh pesawat
arah utara (setelah pukul 12.15), x jarak yang

1 ditérbangi oleh pesawat arah timur, dan s jarak
'50{ antara pesawat-pesawat.

> Langkah 2 Untuk semua > 0, diketahui
bahwa, dy/dt = 640 dan dx/dt = 600. Kita
ingin mengetahui ds/dt pada saat ¢ = 1, yaitu

GAMBAR 3 pukul 13.15.

Langkah 3 Menurut Teorema Pythagoras,
st = x* + (y + 160)*

Langkah 4 Dengan mendift ialkan secara implisit terhadap ¢ dan memakai A turan
Rantai, kita mempunyai

ds dx
i 2:—[-2xd—t

dy
b + 2y + 160)

atau '
ds

dx dy
SE;_XE+(y+160)dt

Langkah 5 Untuk semua ¢ > 0, dx/d¢t = 600 dan dy/dt = 640, sedangkan pada saat

khusus ¢ = 1, x = 600, y = 640, dan s = \/(600)’ + (640 + 160)! = 1000. Bilamana kita
menggantikan data-data ini dalam persamaan Langkah 4, kita peroleh

1000% = (600)(600) + (640 + 160)(640)

sehingga P
s
@ = 872
Pada pukul 13.15, pesawat-pesawat itu berpisah dengan kecepatan 872 km/jam. o

CONTOH 4 Seorang wanita berdiri pada karang memandang sebuah pershu motor yang
bergerak ke arah pantai tepat di bawahnya dengan pergunakan teropong. Jika
teropong berada 250 kaki di atas permukaan laut dan jika perahu mendekat dengan
laju 20 kaki/detik, berapa laju perubahan sudut teropong pz.Ja waktu perahu berada
250 kaki dari pantai?
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Penyelesaian

Teropong

Perahu

GAMBAR 4

atau

dengan berlalunya waktu.

=5~ "

1m

Langkah 1 Kita buat sebuah gambar
(Gambar 4) dan perkenalkan variabel-variabel
x dan @, seperti ditunjukkan.

Langkah 2 Diketahui bahwa dx/dt = —20;
tanda adalah negatif karena x berkurang de-
ngan berlalunya waktu. Kita ingin mengetahui
d0/dt pada saat x = 20.

Langkah 3 Dari ilmu ukur segitiga,

x
tan 6 = ——

Langkah 4 Kita diferensialkan secara im-
plisit memakai kenyataan bshwa Dy tan 6 =
sec?d (Contoh 2 dari Pasal 3 4). Kita peroleh

46 1 dx
2 —_— —— ——
soc* 0 G = 250 @t

Langkah 5 Pada saat x = 250, 0 adalah n/4 radian dan sec § = sec*(n/4) = 2. Jadi,

i
25 =550

250

! 0,04

Sudut berubah dengan laju —0, 04 radian/detik. Tanda adalah negatif karena  berkurang

MASALAH LA)JU YANG BERKAITAN SECARA GRAFIK Seringkali dalam situasi ke-
hidupan yang nyata, kita tidak menge tahui rumus untuk suatu fungsi tertentu, tetapi hanya
i mempunyai grafik yang ditentukan secara empirs. Kita masih tetap mampu menjawab

pertanyaan-pertanyaan tentang laju.

digunakan pada pukul 7.00?

CONTOH § Kota Bogor memantau ketinggian air dalam tangki air berbentuk tabung
dengan alat pencatat otomatis. Secara tetap air dipompa ke dalam tangki dengan laju
2400 dmjjam, seperti diperlihatkan dalam Gambar 5. Selama suatu periode 12 jan
tertentu (dimulai pada tengah malam), permukaan air naik dan turun sesuai dengan
grafik dalam Gambar 6. Jika jari-jari tangki adalah 20 dm, berapa laju air yang sedang
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2400dm/jam

hidm)

18 AN _—
— 1

15| /,/ \ -+

12} I |

9 / — L

6

3

1234667891011 tlam)

GAMBAR § | GAMBAR 6

Penyelesaian  Andaikan ¢ menyatakan banyaknya jam setelah tengah malam, h ketinggian
air dalam tangki pada saat £, dan ¥ volume air dalam tangki pada saat itu (lihat Gam-
bar 5). Maka 2400 — dV/dt adalah laju pada mana air sedang digunakan pada sebarang
waktu ¢. Karena kemiringan garis singgung di ¢ = 7 kirakira —3 (lihat Gambar 6), kita
simpulkan bahwa dh/dt =~ —3 pada saat itu.

Untuk sebuah tabung, ¥ = nr?k, sehingga

V = n(20)*h
dari mana
9V _ so0n "
dr dt
Pada t=7,
av
—_— X -3 = —-377
pr 400n(—3) 770

Jadi penduduk Kota Bogor menggunakan air dengan laju 2400+ 3770 = 6170 dm/jam
pada pukul 7.00.

SOAL-SOAL 3.9

1. Rusuk kubus yang berubah ber- 2. Dengan anggapan bahwa bola sa-
tambah panjang dengan laju 3 cm/detik. bun bentuknya tidak berubah selama bola
Berapa kecepatan pertambahan volume itu berkembang, berapa cepat jari-jarinya
kubus pada saat panjang rusuk 10 cm? bertambah pada saat panjangnya 2 cm, jika
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udara ditiupkan ke dalam bola dengan laju
4 cm/detik?

3. Sebuah pesawat udara, terbang
mendatar pada ketinggian 1 km, melintasi
seorang pengamat. Jika laju pesawat itu
tetap sebesar 240 km/jam, berapa cepat
jarak dari pengamat bertambah 30 detik
kemudian? Petunjuk: Gunakan Gambar
7 dan perhatikan bahwa dalam 30 detik
(13 jam), pesawat menempuh 2 km.

Pesawat

Penbamat
GAMBAR 7

i

4. Seorang mahasiswa memakai se-
buah sedotan untuk minum dari gelas ker-
tas berbentuk' kerucut, yang sumbunya
tegak, dengan laju 3 cm/detik. Jika tinggi
gelas 10 cm dan garis tengah mulut gelas
6 cm, berapa.cepat menurunnya permuka-
an cairan pada saat kedalaman cairan
5cm?

5, Sebuah pesawat udara, terbang
ke barat dengan kecepatan 400 km/jam,
melintasi sebuah kota tertentu pada pu-
kul 11,30, dan sebuah pesawat kedua,
pada ketinggian yang sama, terbang ke
selatan dengan kecepatan 500 km/jam, me-
lintasi kota itu pada tengah hari, Seberapa
cepat mereka berpisah pada pukui 13.00?7
Petunjuk: Lihat Contoh 3.

6. Seorang di dermaga menarik tali
yang diikatkan pada sebuah sampan. Jika
tangan orang tersebut 12 dm lebih tinggi
daripada titik tempat tali diikatkan pada
sampan dan jika ia menarik tali dengan
kecepatan 3 dmjdetik, seberapa cepat
perahu mendekati dermaga pada waktu
panjang tali masih 20 dm?

7. Sebuah tangga panjang 20 dm ber-
sandar di dinding. Jika ujung bawah tang-
ga diterik sepanjang lantai menjauhi din-
ding dengan kecepatan 2 dm/detik, sebe-
rapa cepat ujung atas tangga bergeser me-
nuruni dinding pada waktu ujung bawah
tangga sejavh 4 dm dari dinding?
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8. Minyak dari kapal tangki yang
pecah menyebar dalam pola melingkar,
Jika jarijari lingkaran bertambah pada
laju tetap sebesar 1,5 dm/detik, seberapa
cepat meluasnya daerah yang cukup se-
telah 2 jam?

9. Dari sebuah pipa mengalir pasir
dengan laju 16 dm/detik. Jika pasir yang
keluar membentuk tumpukan berupa ke-
rucut pada tanah yang tingginya selalu
% gars tengah atas, seberapa cepat tinggi-
nya bertambah pada saat tinggi tumpuk-
an 4 dm? Petunjuk: Gunakan Gambar 8
dan gunakan kenyataan bahwa V = {mrp,

h
-

— ]

GAMBAR 8

10. Scorang anak menerbangkan la-
yang-layang. Jika tinggi layanglayang 90
dm di atas tingkat tangan anzk itu dan
angin meniupnya pada arah mendatar
dengan laju 5 dm/detik, seberapa cepat
anak tersebut mengulur benang pada saat
panjangnya 150 dm? (Anggap benang
membentuk sebuash garis, walaupun se-
benarnya anggapan ini tidak realistis).

11, Sebuah kolam renang panjang-
nya 40 dm, lebar 20 dm, kedalaman 8 dm
pada uwjung yang dalam dan kedalaman
3 dm pada ujung dangkal; alasnya berupa
siku empat (lihat Gambar 9). Jika kolam
diisi dengan memompakan air ke dalam-
nya dengan laju 40 dm/menit, seberapa
cepat permukaan air naik pada saat dalam-
nya pada ujung yang dalam adalah 3 dm?

Jm

h

1L

GAMBAR 9

51;” Th
1
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12. Sebuah partikel P bergerak sepan-
jang grafik y = v x - 4, x = 2, sehingga
koordinat-x - titik P bertambah dengan
laju 5 satuan/detik. Seberapa cepat ko-
ordinat-y " titik P bertambah pada saat
x =37

13. Sebuzh cakram baja memuai se-
lama dipanaskan. Jika jari-jarinya ber-
tambah dengan laju 0,02 cm/detik, se-
berapa cepat luas salah satu mukanya ber-
tambah pada saat jarijarinya adalah
8,1 cm?

14. Dua buah kapal berlayar dari pe-
labuhan pulau yang sama, satu ke utara
dengan laju’ 24 knot (24 mil laut/jam)
dan yang lain ke timur dengan laju 30
knot. Kapal' arah utara berangkat pada
pukul 9.00 dan yang arah timur berangkat
pukul 11.00; Seberapa cepat jarak antara
mereka bertambah pada pukul 14.007

Petunjuk: ‘Andaikan ¢ = O pada pukul
11.00.

15.  Lampu di mercu suar 1 km di
lepas pantai berputar dengan 2 putar-
an/menit. Seberapa cepat sorotan ca-
haya bergerak sepanjang garis pantai
pada saat ja melewati titik 4 km dari
titik yang berseberangan dengan mercu
suar.

[@ 16. Seorang pengintai pesawat
udara mengamati sebuah pesawat yang
terbang ke =arahnya pada ketinggian
4000 kaki. la mengamati bahwa pada
waktu sudut elevasi sebesar } radial, ke-
cepatan pesawat tersebut bertambah de-
ngan laju 75 radian/detik. Berapa ke-
cepatan pesawat itu?

17. Andi, yang tingginya 6 dm, ber-
jalan menjauhi sebuah lampu jalan yang
tingginya 30 dm dengan laju 2 dm/detik.
(a) Seberapa cepat panjang bayangan-
nya bertambah pada saat Andi sejauh
24 dm dari tiang lampu? 30 dm?

(b) Seberapa cepat ujung bayangannya
bergerak?

(¢) Untuk mengikuti ujung bayangan-
nya, pada kecepatan sudut berapa ia harus
mengangkat kepalanya pada saat panjang
bayangannya 6 dm?

18. Sudut puncak yang berhadapan
dengan alas sebuah segitiga sama kaki
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dengan sisi yang sama panjangnya 100 cm
bertamnbah besar dengan laju radial/menit.
Seberapa cepat bertambahnya luas segi-
tiga pada saat sudut puncak sebesar /6
radian?. Petunjuk: Luas = iabsiny.

19. Jembatan layang jalan raya melin-
tasi rel kereta api yang berada tegak lurus
100 kaki di bawahnya, Jika sebuah mobil
berjalan dengan 45 milfjam (66 kakif
detik) berada tepat di atas kereta api yang
melaju dengan kecepatan 60 mil/jam
{88 kaki/detik), seberapa cepat mereka
berpisah 10 detik kemudian?

20. Air dipompa dengan laju seragam
2 liter/menit (1 liter = 1000 sentimeter
kubik) ke dalam sebuah tangki membentuk
sebagian dari keracut lingkaran tegak. Ting-
gi tangki 80 cm dan jari-jari bawah dan
atas masing-masing sepanjang 20 cm dan
40 cm (Gambar 10). Seberapa cepat per-
mukaan air naik pada saat kedalaman air
30 om? Catatan: Volume V, sebagian dari
kerucut lingkaran tegak dengan tinggi h,
jari-jari bawah g, dan jari-jari atas b adalah

V = {nh-(a* + ab + b?).

GAMBAR 10

21. Air keluar dari bawah tangki ber-
bentuk setengah bola yang jari-jarinya
8 dm dengan laju 2 dmfjam. Pada suatu
saat tertentu tangki tersebut penuh. Se-
berapa cepat permukaan air berubah pada
saat tingginya h adalah 3 dm? Catatan:
Volume segmen bola dengan jari-jari »
dan tinggi h adalah wh?[r ~ (h/3)]. (Lihat
Gambar 11).




GAMBAR 11

22. Jarum-jarum sebuah jam panjang-
nya S cm (jarum menit) dan 4 cm (jarum
jam). Seberapa cepat jarak antara ujung-
ujung jarum berubah pada pukul 3.007

23. Sebuah tabung lingkaran tegak
dengan sebuah piston pada salah satu
ujung, diisi dengan gas. Volumenya ber-
ubah secara kontinu karena gerakan pis-
ton. Jika suhu gas dipegang tetap, maka
— menurut Hukum Boyle — PV = k, de-
ngan P adalah tekanan (pon per inci
kuadrat), V adalah volume (inci kubik),
dan k konstanta. Tekanan dimonitor me-
makgi alat pencatat selama satu periode
10-menit. Hasil-hasilnya diperlihatkan da-
lam Gambar 12. Kira-kira seberapa cepat
volume berubah pada saat t = 6,5 jika vo-
lumenya adalah 300 inci-kubik pada saat
itu? (Lihat Contoh 5)

tlmin)

GAMBAR 12
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24. Kerjakan Contoh 5 dalam teks
dengan menganggap tangki air berbentuk
bola yang jarijarinya 20 kaki (Lihat Soal
21 untuk volume sebuah segmen bola).

25. Sebuah tangga yang panjangnya
18 kakibersandar pada dinding vertikal 12
kaki sehingga bagian atasnya melewszti
dinding. Kemudian ujung bawah tangga
itu ditarik mendatar menjauhi dinding
dengan 2 kaki per detik.
(a) Tentukan kecepatan vertikal dari
ujung atasnya pada saat tangga tersebut
membentuk sudut 60° terhadap tanah.
(b) Tentukan percepatan vertikal pada
saat yang sama.

26. Sebuah bola baja berada di dasar
tangki dari Soal 21. Jawablah pertanyaan
yang dikemukakan di sana apabila bola-
nya berjari-jari (a) 6 inci, (b) 2 kaki.

27. Sebuah bola salju meleleh pada
suatu tingkat yang sebanding dengan luas
permukaannya.

(a) Tunjukkan bahwa jari-jarinya me-
mendek secara konstan,

(b) Apabila bola itu meleleh menjadi 7“7
dari volume semula dalam waktu satu
jam, berapa lamakah bola itu akan habis
meleleh?

28. Sebuah bola baja akan jatuh
16 12 kaki dalam ¢ detik. Bola seperti itu
dijatuhkan dari ketinggian 64 kaki pada
suatu jarak horisontal 10 kaki terhadap
sebuah lampu jalan yang tingginya 48
kaki. Seberapa cepatkah bayangan bola
itu bergerak pada saat bolanya menyen-
tuh tangh?

3.10 Diferensial dan Aproksimasi

Kita telah menggunakan notasi Leibniz dy/dx untuk turunan y terhadap x. Sampai
sekarang, kita telah memperlakukan dy/dx sebagai lambang belaka dan tidak mencoba
memberikan arti tersendiri pada dy dan dx. ltulah yang kita usulkan untuk dilakukan

sekarang.

Untuk memberi motivasi definisi kita, andaikan P(xg, yo) adalah titik tetap pada
grafik y = f(x), seperti diperlihatkan dalam Gambar 1, Dengan P sebagai titik asal, perkenal-
kan sumbu-sumbu koordinat baru (sumbusumbu dx dan dy) sejajar dengan sumbu-sumbu
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x dan y yang lama. Dalam sistem koordinat yang baru ini, garis singgung di P secara khas
mempunyai persamaan sederhana, yakni dy = m dx, di mana m adalah kemiringannya. Te-
tapi kemiringan m terhadap sistem koordinat baru sama saja seperti terhadap sistem xy lama.
Jadi, m = f'(x o), sehingga persamaan garis singgung boleh dituliskan
= [(xo) dx

Kegunaan gagasan ini terletak pada kenyataan dasar bahwa garis singgung tersebut
sangat dekat pada kurva y = f{x) di sekitar P(xo, yo) (lihat Gambar 2). Jadi jika x men-
dapatkan pertambahan kecil Ax = dx, pertambahan yang berpadanan dalam y pada kurva
adalah Ay = f(x, + Ax) — f{x,).5edangkan pada garis singgung adalah dy = f'(x,)Ax.
Tetapi dy merupakan suatu aproksimasi terhadap Ay dan hanya berupa konstanta kali
Ax, yang secara normal lebih mudah dihitung. Kita selidiki percabangan kenyataan ini
nanti dalam pasal ini.

N 4 dy y=flx)

y = filx)

Lo
Garls
singgung

GAMBAR 1 GAMBAR 2
DIFERENSIAL TERDEFINISI Berikut adalah definisi formal dari diferensial.

: ‘Défi'nisi‘: o

CONTOH 1 Cari dy jika (@) y =x® — 3x + 1. (b) y =+/x* + 3x. (c) y =sin(x* — 3x> +11).

Penyelesaian  Jika kita mengetahui bagaimana menghitung turunan, maka kita tahu bagai-
mana menghitung diferensial. Kita hanya menghitung turunan dan mengalikannya

dengan dx.
@) dy = (3x? = 3)dx
2x+3
) dy = §(x? + 3x)"V3(2x + 3)dx = —=—=———dx
_ p et 2T D =
' ©) dy = cos(x* — 3x? + 11) - (4x> — 6x) dx n

Sekarang anda perlu memperhatikan beberapa hal. Pertama, karena dy = f'(x) dx,
pembagian kedua ruas oleh dx menghasilkan
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r@=2

anda dapat melakukannya; menafsirkan turunan sebagai suatu hasilbagi dua diferensial.

Kedua, berpadanan terhadap setiap aturan turunan, terdapat aturan diferensial yang
diperoleh dari yang lebih dahulu dengan memperkalikan dengan dx. Kita gambarkan
aturan-aturan utama dalam tabel di bawah.

Ketiga, meskipun definisi dy menganggap bahwa xy adalah sebuah variabel bebas,
anggapan tersebut tidak penting. Andaikan y = f{x), dengan x = g(t). Maka ¢ adalah varia-
bel bebas dan x dan y keduanya tergantung padanya. Sekarang

dx = g'(t) dt
dan karena y = flgt))
dy = f'(g(t))g'(t) dt
= fi(x)dx

Perhatikan bahwa dy ternyata adalah f'(x)dx, sama halnya seperti jika x adalah variabel
bebas.
Akhimya, kami serukan satu peringatan. Hati-hatilah membedakan turunan dan dife-
rensial. Mereka tidak sama. Bilamana anda menulis D,y atau dy/dx, anda memakai lam-
bang untuk turunan, bilamana anda menuliskan
[atd dy, anda menyatakan diferensial. Jangan ce-
roboh dan menuliskan dy bilamana anda ber-
maksud memberi label suatu turunan. Itu akan
menimbulkan kebingungan yang berlarut-larut.

APROKSIMASI Diferensial akan memainkan
beberapa peranan dalam buku ini, tetapi untuk

| sekarang penggunaan utamanya adalah dalam

: penyediaan aproksimasi. Kami telah menunjuk —
: hal ini sebelumnya. .
1

v

flx)

Andaikan y = flx), seperti diperlihatkan
. x+hx * dalam Gambar 3. Bilamana x diberikan tam-
GAMBAR 3 flx+ B = Flx) + 0y bahan Ax, maka y menerima tambahan yang
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berpadanan Ay, yang dapat dihampiri oleh dy, Jadi, fix + Ax) diaproksimasi oleh

Ini merupakan dasar untuk semua contoh yang menyusul.

CONTOH 2 Andaikan anda memerlukan aproksimasi yang baik terhadap +/4,6 dan+/8,2,

tetapi kalkulator anda rusak. Apa yang mungkin anda kerjakan?

Penyelesaian  Pandang grafik dari y = \/x yang disketsakan dalam Gambar 4. Bilamana x

berubah dari 4 ke 4,6 maka+/x berubah dari /4 = 2 ke \/4 + dy (secara aproksimasi).
Sekarang

1 1
dy = = x" Y2 dx = ——dx
2 2/
sedangkan dix =4 dandx = 0,6 mempunyai nilai

0,6

dy=-—(06) =2 =015

zf

Jadi

Va6~ fA+dy=2+015=215
Serupa, dix =9 dan dx = — 0,8;
0
dy'F( -9 =" _o1m

Karenaitu

VE2Z= /9 +dy=3-0133 = 2867

Perhatikan bahwa dx dan dy dua-duanya negatif dalam kasus ini.

Nilai-nilai aproksimasi 2,15 dan 2,867 boleh dibandingkan terhadap nilai-nilai se-

benamya (sampai empat angka desimal): 2,1448 dan 2,8636.

1 4
dx =08
- =
3 ay = —0p33% y=vVx
"*::/
2k _‘1 - dy =05
| i
: 1V/8=3
{
- va-2|
i
]
)
1 1 1 11 1 1 1 1
1 2 3 4 465 6 7 8 9 10 x
8,2
GAMBAR 4 ]

e
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CONTOH 3 Gunakan diferensial untuk mengaproksimasi pertambahan luas sebuah gelem-
bung sabun pada saat jari-jarinya bertambah dari 3 cm menjadi 3,025 cm.

Penyelesaian Luas gelembung bola sabun diberikan oleh A = 4mr?. Kita boleh meng-
aproksimasi nilai sebenarnya, A4 dengan diferensial d4, di mana
dA = 8nr dr
Pada r = 3 dan dr= Ar= 0,025,
dA = 81(3)(0,025) ~ 1,885cm ]

PENAKSIRAN KESALAHAN (ERROR) Berikut adalah masalah khas dalam sains. Se-

orang peneliti mengukur variabel x tertentu yang bernilai x, dengan kesalahan yang
mungkin berukuran £Ax. Nilai xo kemudian dipakai menghitung nilai yo untuk y yang
tergantung pada x. Nilai yo tercemar oleh kesalahan dalam x, tetapi seberapa buruk?
Prosedur standar adalah menaksir kesalahan ini dengan memakai sarana diferensial.

CONTOH 4 liusuk kubus diukur dengan panjang 11,4 cm dengan kemungkinan kesalah-
an +0,05 cm. Hitung volume kubus dan berikan suatu taksiran kesalahan dalam nilai
ini.

Penyelessian Volume kubus V yang rusuknya x adalah ¥ =x3 Jadi ¥V = 3x? ax. Jikax =
11,4 dan dx = 0,05, maka ¥ = (11,4)° ~ 1482 dan

dV = 3(11,4)*(0,05) ~ 19.
Jadi, kita dapat melaporkan volume kubus sebagai 1482 + 19 cm®. [ ]

CONTOH 5 Diketahui bahwa y = 3 sin 2r + 4 cos?r, Jika 7 diukur sebagai 1,13 + 0,005,
hitung y dan berikan taksiran untuk kesalahan.

Penyelesaian
= 3sin(2)(1,13) + 4 cos?(1,13) ~ 3,043
dy = [(3X2)cos 2t — (4)(2)cos t sin 1] dt
= [6 cos(2X1,13) — 8 cos(1,13)sin(1,13)](0,005)
~ —0,035
Jadi, y = 3,043 £0,035 | {

SOAL-SOAL 3.10 "

Dalam Soal-soal 1-6, cari dy. 7. Jika 5= m" cari ds.
Ly=2x*-3x+5 8. Jika F(x) = (5x% + 1P(x — 1%,
2y=T70 =3 44 cari dF.

3 y=(G+ 20 9. Andaikan y = f(x) = x*. Cari nilai
dy dalam tiap kasus,

4y @x=05,dc=1 (b)x=—1,dx=0,75

5x? +2 Buatlah sebuah gambar yang seksama

8 y= A+ 24— 5 dari grafik f untuk —-1,5 < x 1,5 dan

-V = garis singgung-garis singgung pada kurva di

6. y = (6x® — 11x® + %)~ 23 x = 0,5 dan x = -1; pada gambar ini bu-

IS -
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buhkan dy dan dx untuk setiap pasangan
data yang diketahui dalam (a) dan (b).

/1(\)> Andaikan y = 1fx. Cari nilai dy
dalpm Aetiap kasus.
(@)x=1,dx =0,5 (b) x =-2,dx =0,75
Buat sebuah gambar skala besar, seperti
dalam Soal 9, untuk -3 <x< 0 dan
0<x< 3.

11, Untuk data dalam Sodl 9, cari
perubahan yang sebenarnya dalam y, yak-
ni Ay

12. Untuk data dalam Soal 10, cari
perubzhan dalam y, yakni Ay,

13. Jika y = x* — 3, car nilai-nilai y
dan dy dalam setiap kasus.

(a) x=2dandx=Ax=0,5
€] (b) x=3dandx=Ax=-0,12

@? Jika y = x* + 2x, cari nilai-nilai
Ay din dy dalam setiap kasus.

(@) x=2dandx=Ax=1
(b) x =2 dan dx = Ax = 0,005

Dalam Soal-soal 15-18, gunakan diferensial
untuk mengaproksimasi bilangan yang di-

berikan (lihat Contoh 2). Bandingkan
dengan nilai-nilai kalkulator.
15, /402 16. /359
17. /2651 18, /6305

€], 19. Aproksimasi nilai volume mate-
rial dalam tempurung bola yang jarijari
dalamnya 5 cm dan jarijari luarnya
5,125 om (lihat Contoh 3).V:Aac?

20, Semua sisi kotak baja berbentuk
kubus tebalnya 0,25 inci, dan volume ko-
tak sebelah dalam adalah 40 inci kubik.
Gunakan diferensial untuk mencari aprok-
simasi volume baja yang digunakan mem-
buat kotak itu.

21, Garis tengah luar sebuah tempu-
rung bola tipis adalah 12 dm, Jika tebal
tempurung 0,3 dm, gunakan diferensial
untnk mengaproksimasi volume daerah
sebelah dalam tempurung.

22, Bagian dalam sebuah tangki ber-
bentuk tabung terbuka mempunyai ga-
ris tengah 12 kaki dan kedalaman 8 kaki.
Alasnya terbuat dari tembaga dan sisinya
dari baja. Gunakan diferensial untuk se-
cara aproksimasi menaksir berapa galon

Kalkulus dan Geometri Analitis  Jilid 1
cat tahan air yang diperlukan untuk me-
lapis setebal 0,05 inci bagian baja dari
bagian dalam tangki (1 galon =~ 231 inci
kubik).

23. Dengan anggapan bahwa katulis-
tiwa berbentuk lingkaran yang jari-jarinya
kira-kira 4000 mil, seberapakah akan lebih
panjang dari katulistiwa sebuah lingkaran
lain yang sebidang dan sepusat, jika setiap
titiknya berada 2 kaki di atas katulistiwa?
Gunakan diferensial,

24, Periode sebuah pendulum seder-
hana yang panjangnya L kaki diberikan
oleh T = 2m/L7g detik. Kita anggap bahwa
g, percepatan yang diakibatkan oleh gra-
vitasi pada (atau sangat dekat) permukaan
bumi adalah 32 kaki tiap detik. Jika pen-
dulum itu adalah pada lonceng yang waktu-
nya tepat pada saat L = 4 kaki, seberapa
jalannya jam lebih cepat dalam 24 jam apa-
bila panjang pendulum diperpendek men-
jadi 3,97 kaki?

25. Garis tengah sebuah bola diukur
sebagai 20 * 0,1 cm. Hitung volumenya
dengan suatu taksiran untuk kesalahan
(lihat Contoh 4 dan 5).

26. Penggiling berbentuk tabung pan-
jangnya tepat 12 inci dan gars tengah-
nya diukur sebagai 6 + 0,005 inci. Hitung
volumenya dengan suatu taksiran untuk
kesalahan.

27. Sudut antara dua sisi yang sama
dari sebuah segitiga sama kaki diukur
0,53 £0,005 radian. Kedua sisi yang sama
itu panjangnya tepat 151 cm. Hitung pan-
jang sisi yang ketiga dengan suatu taksir-
an untuk kesalahan.

28. Hitung luas segitiga dari Soal 27
dengan suatu taksiran untuk kesalahan.
Petunjuk: A = Lab siny.

29. Dapat diperlihatkan bahwa jika
|d®y/dx?| < M pada suatu selang ter
tutup dengan ¢ dan ¢ + Ax sebagai titik-
titik ujung, maka

14y — dy| < IM(Ax)*

Carilah dengan menggunakan diferensial,
perubahan dalam y = 3x% — 2x + 11 pada
saat x bertambah dari 2 ke 2,001 dan ke-
mudian berikan sebuah batas untuk ke-
salahan yang anda buat dengan merhakai
diferensial.
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30. Tentukanlah nilai dari f0,02)
apabila

f(x) =sin [sin (sin 2x)] /cos (sin x).

31. Sebuah tangki berbentuk silinder
dengan ujung-ujungnya berupa setengah
bola. Apabila bagian yang berbentuk silin-
der panjangnya 100 cm dan jari-jarinya
10 cm, kira-kira berapa banyak cat-kah

181

yang diperlukan untuk melapisi bagian
luar tangki dengan ketebalan 1 milimeter?

32. Sebuah piala berbentuk kerucut
dengan tinggi 10 cm dan lebarnya 8 cm di
bagian atas, diisi air sampai kedalaman 9
cm. Sebongkah es berbentuk kubus
deng itu. P ) dif; ial
untuk menentukan apakah air dalam piala
akan meluap.

3.11 Soal-Soal Ulangan Bab

KUIS BENAR-SALAH

Jawablah dengan benar atau salah setiap pernyataan berikut. Bersiaplah untuk memper-
tahankan jawaban anda.

1. Garis singgung pada kurva di suatu titik tidak dapat memotong kurva pada:titik itu.
2. Kemiringan garis singgung pada kurva y = x% berlainan pada setiap titik dari kurva,
3. Adalah mungkin bahwa kecepatan sebuah benda bertambah sementara lajunya ber-
kurang.
4. Jika garis singgung pada grafik dari y = flx) adalah mendatar pada x = ¢, maka
fier=o0.
5. Jikaf (x) =g'(x) untuk semua x, maka f(x) = g(x) untuk semua x.
6. Jikay = 7% maka D,y = 51,
7. lika f'(c) ada, maka f kontinu di
8. Grafik dari y = 3/x mempunyai sebuah garis singgung di x = 0 dan Dyy tetap tidak
ada dj sana.
9. Turunan suatu hasilkali adalah hasilkali turunan-turunan.
10. Jika percepatan sebuah benda negatif, maka kecepatannya berkurang.
11. Jika x3 adalah suatu faktor dari fungsi f{x) yang terdiferensialkan, maka x* adalah
suatu faktor dari turunannya.
12. Persamaan garis singgung pada grafik dari y = x? pada (1,1)adalah y — 1 = 3x2(x - 1)
13. Jika y = fx)g(x), maka D2y = flx)g" (x) + gx)f " ().
14. Jikay = (x3 +x)®, maka D’y =0
15. Turunan polinom adalah polinom,
16. Turunan fungsi rasional adalah fungsi rasional.
17. Jika £'(c) = £'(¢) = 0 dan h(x) = f(x)g(x), maka &'(c) = 0.
18. Ungkapan
. osinx —1
lim ———
xom2 X — 2
adalah turunan fix) = sinx dix = 7/2.
19. Operator D? adalah linear,
20. Jika h(x) = flg(x)) di mana f dan g dua-duanya terdiferensial, maka g'(c) = 0 mem-
bawakan h(c)= 0.
2. Jika f(2) = ¢'(2) = g(2) = 2, maka (fog)(@) = 4.
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22. Jika f terdiferensial dan naik dan jika dx = Ax > 0, maka Ay > dy. ¢
23. Jika jari-jari sebuah lingkaran bertambah pada 3 kaki/detik, maka volumenya bertam- i s
bah pada 27 kaki kubik tiap detik. ‘
4. D;‘“(sinx) = D',', {sin x ) untuk setiap bilangan bulat positif n.
tanx 1

25. 1111‘\) =~ 3

26. Jika 5 = 56 + 6¢ — 300 memberikan posisi sebuah benda pada garis koordinat men-
datar pada saat f, maka benda itu selalu bergerak ke kanan (ke arah pertambahan s).

27. Jika udara dipompa ke dalam balon bundar dari karet pada laju tetap sebesar 3 inci
kubik tiap detik, maka jari-jarinya akan bertambah tetapi dengan laju yang makin

lama makin lambat.

28. Jika air dipompa ke dalam tangki bundar yang jarijarinya tetap pada laju 3 galon/
detik, ketinggian air dalam tangki akan bertambah makin lama makin cepat dengan .
semakin hampir penuhnya tangki,

'29. Jika galat Ar dibuat dalam pengukuran jari-jari sebuah bola, maka kesalahan yang
berpadanan dalam volume yang terhitung kira-kira akan sebesar S. Ar di mana § ada-
lah luas permukaan bola.

30. Jikay = x°, maka dy 0.

SOAL-SOAL ANEKA RAGAM

1. Gunakan Jf'(x) = imff(x + k) —
h—0

J()1h untuk mencari turunan dari I_TW "
setiap yang berikut ini. |
boodogl
@) f(x)=x* - 5x ’[ 4+ B
®) 6 = — Cal
x) = ¢ i i
x=3 r R
;- PERNE
© Y =9 -x IRl b
i i
. 12345 6 7 3
2, Gunakan g'(x) = lim ﬂti—ng—(i)
t=x -
tuk mencari g'(x) dalam tiap kasus. Gunakan sketsa dalam gambar untuk
mengaproksimasi setiap yang berikut.
(@) g(x) = x* .
! @ S ) f(6)
®) 900 = /x P
() Vrata-rata pada (3,71, (d) — f(t}) dit =2
3. Limit yang diberikan adalah suatu dt
turunan, tetapi dari fungsi f mana dan pada d
titik mana? ) W [f2@0]dit =2
@ lim 32+ m - 3)° Dalam Soalsoal 5-14, cari tiap turunan
0 h dengan memakai aturan yang telah kita
kembangkan,
. tan(m/4 + Ax) — 1
(b) A]:l_{lo Y W a— 5. D(x* ~ 3x? 4 x72)
. 3/p—3x 3x -5
© tim 2223 6. Do
mx P X x4+ 1



Bab 4 Penggunaan Turunan
%2, 2/3
5 Bx +2)

B/ + 6

b i

¥ e\ T
'19 %[sin(tz) — sin?(1)]
1. ;; (cos® 5x)

d. .,
L 4
12 @ [sin*(cos 4¢)]

13. f(2) jika f(x) = (x* — 1)’(3x* ~ 4x)
14. g"(0) jika g(x) = sin 3x + sin? 3x

@ Cari koordinat-koordinat titik pa-
da kurva y = (x — 2)* pada mana garis
singgung ~ tegak = lurus  pada gatis
& -y+2=0.

JlG. Sebuzh balon bundar memuai aki-
bat panas matahari. Cari laju perubahan
volume balon terhadap jari-jarinya pada
saat jaridari 5 meter.

17. Gunakan diferensial untuk meng-
hampiri perubahan dalam volume balon
dari Soal 16 pada saat jari-jari bertambah
dari 5 ke 5,1 meter.

18, Jika volume balon dari Soal 16
bertambah pada laju tetap sebesar 10 me-
ter kubik tiap jam, seberapa cepat jari-
jatinya bertambah pada saat jarijari S
meter?

19. Palung panjang 12 kaki mempu-
nyai irisan berupa segitiga samakaki de-
ngan dalam 4 kaki dan jarak lintas 6 kaki
pada puncak. Jika air diisikan ke palung
pada laju 9 kaki kubik tiap menit, seberapa
cepat permukaan air naik pada saat ke-
dalaman air 3 kaki?

20. Sebuah benda diluncurkan lang-
sung ke atas dari tanah dengan kecepatan
awal 128 kaki/detik. Ketinggian s setelah ¢
detik kira-kira s = 128¢ — 16¢* kaki.

(a) Kapan ia mencapai ketinggian maksi-
mum dan berapa tinggi ini?

(b) Kapan ia membentur tanah dan de-
ngan kecepatan berapa?
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21. Sebuah benda bergerak pada ga-
ris koordinat mendatar, Jarak berarah s
dari_titik asal setelah ¢ detik adalah
s=1 — 6% + 91 kaki.
(a) Kapan benda bergerak ke kiri?
(b) Berapa percepatannya pada saat ke-
cepatan nol?
(c) Kapan percepatannya positif?

22. Cari D 2%y dalam tiap kasus.
(@) y=13x"% — 2x!? ~ 6x* + 18

1
by y=-

X
23. Cari dy/dx dalam tiap kasus.
@) x>+ y* = x%y*
(b) xsin{xy) = x* + 1

24. Perlihatkan bahwa garis singgung
pada kurva y? = 4x® dan 2x? + 3y? =
14 di (1, 2) saling tegak lurus. Petunjuk:
Gunakan pendiferensialan implisit.

25. Andaikan y = sin(mx) + x2. Jika
x berubah dari 2 ke 2,01, kira-kjra berapa
banyak y berubah?

., 26. Andaikan f(2) = 3! £'(2) = 4,
77(2) = -1, g(2) = 2, dan g'(2) = 5. Cari
tiap nilai.

4 3007 dix =
@ L)+ g ()] dix =2
d ;
(b) = [f ()] di x =2
X

©) di Lrgenydix =2
X
(@) DI[f7())di x =2

27. Sebuah tangga yang panjangnya
13 kaki bersandar pada dinding tegak. Jika
alas tangga ditarik sepanjang tanah dengan
laju tetap sebesar 2 kaki/detik, seberapa
cepat ujung atas tangga bergerak turun
pada dinding di saat ia berada 5 kaki di
atas tanah?

28. Sebuah pesawat udara mengudara
pada sudut 15° terhadap arah mendatar.
Seberapa cepat ketinggiannya bertambah
jika lajunya adalah 400 mil/jam?

29. Diberikan bahwa D lx] = [xi/x,
x 0, cari rumus untuk D, [sinx |.



