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Kata Pengantar

Kami percaya bahwa para pengajar dan mahasiswa yang telah il i edisi

akan lebih menyukat revisi yang terbaru ini, kuena beberapa bagian telah kami sempur-
nakan, hal-hal yang sulit diperjel ‘dan beberapa telah diper-
baiki. Baik susunan maupun penampllsnnya secara umum hampir sama dengan edisi ke
empat, sebagian besar perubahan yang dilakukan terutama adalah penambahan lebih
kurang 600 soal-s0al baru. Penulis telah meneliti literatur, mencari soal-soal yang bagus
terutama dalam dua tipe yaitu soal-soal terapan dan soal-soal yang menantang. Dua
sampai sepuluh soal-soal terapan dan soaksoal yang menantang. Dua sampai sepuluh soal
seperti ini telah kami tambahkan pada setiap kelompok soal dan biasanya kami tempat-
kan pada bagian akhir (di mana dalam beberapa hal, kelompok soal itu kami olah kembali
secara menyeluruh agar lebih selaras). Kami yakin bahwa kelompok-kelompok soal ter-
sebut akan dapai memberikan pengalaman belajar tersendiri bagi Anda, dimulai dengan
mengerjakan sejumlah soal-soal praktis, diikuti dengan beberapa soal terapan dan diakhiri
dengan soal-soal yang membuat penasaran, sekalipun kepada pakar matematika yang
sedang naik daun.

Bagi yang belum pernah mempergunakan buku kami sebelumnya, dapnt kami sebut-
kan bahwa ada beberapa segi yang telah Per-
tama, buku ini dipenuhi dengan matematika bermutu yang disajikan secara gamblang,
tidak berbelit-belit. Ini adalah buku menengah, tidak terlalu berat dan tetap berpegang
pada pola pikir materi yang dissmpaikan. Kami tahu bahwa sebagian besar pemanfaatan
buku ini adalah para ilmuwan dan insinyur, oleh karenanya buku ini diharapkan akan
dapat pula ikan dasar-dasar pokok ika yang cukup.

Kedua, buku ini modem dalam semangat berpikir tanpa menjadi pelups. Sebagai
contoh, kami anggap bahwa Anda memiliki kalkulator elekuonlk dan kami sediakan soal-
soal dengan tanda yang dapat di: i dengan Dan satu
hat lagi yang lebih menarik adalah kami berikan satu bab penuh (Bab 10) mengenai kalku-

Ius numerik, menjelaskan secars rinci hal-hal yang cocok untuk perhitungan komputer
(akan tetapi, masih dapat dikerjakan dengan kalkulator). Kami kira ulasan kami mengenai
turunan berdimensi-# (Bab 15) cukup jelas dan mutakhir. Bentuk-bentuk ini merupakan
dasar untuk pembahasan lebih lanjut tentang kalkulus vektor (Bab 17),termasuk teorema-
teorema Green, Gauss, dan Stokes. Pembahasan kami lentang teoti mlkllmum-mmnnum
amat sebagai dan untuk kan by b

satu (Bab 4) dengan besaran berdimensi-n {Bab 15). Dan tidak lupa kami sajikan pula satu
bagian khusus mengenai metode Lagrange.

Ketiga, kami bermaksud untuk menyampaikan ilmu sebaik-baiknya tanpa terass men-
jemukan. Sebagai contoh, kami anjurkan agar Anda melihat sajian kami pada pendahuly-
an limit (Bab 2) kaml daiam suatu teknik (memilah,
menduga, i) dalam s integral muncul dalam penerap-
annya (lihat, sebagai contoh, pada halaman 313, 348), dan penckanan kami pada konsep
linearan di s¢furuh pembahasan. Kami yakin, Anda akan menyukai diagram waktu his-
toris di bagian dalam sampul muka, riwayat-riwayat hidup para pakar di setiap awal bab,
kotak-kotak catatan pinggir (baru dalam edisi ini) sebagai bahan arahan, dan disgram ring-
kasan di Bagian A.3 pada lampiran, Pada setiap buku, ada kartu rumus yang dapat di-
gunting dari buku ini, untuk dapat dibawa ke mana saja dalam saku, Para penggjar tentu-
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nya akan sependapat bahwa alat pembantu belajar yang baik bagi setiap buku kalkulus
adalah kelompok-kelompok soal-nya. Untuk ini, kami telah berusaha menyusun sebaik-
baiknya dalam buku ini agar lebih dapat diminati. Seiain itu, kami berikan juga soal ulang-
an pada tiap bab yang terdid dari pertanyaan-pertanyaan benar-salah dengan maksud
untuk mengevaluasi penguasaan teori kalkulus Anda, dan soal uji-petik (sample test pro-
blems) yang mungkin dapat dipergunakan oleh para pengajar untuk memberikan ujian.

Pada kesempatan ini, dengan senang hati kami sampaikan penghargaan atas kritik
yang membangun dan bantuan saran-saran dari para pengulas di sini. Rekan-rekan penulis
muda dar Hamline University (Gary Anderson, Kay Blair, Walter Fleming, Wojciech
Komornicki, Nadine Myers) yang telah banyak membantu. Prentice-Hall yang telah ber-
baik hati menyelenggarakan konferensi para pengulas selama dua hari penuh menganalisis
buku ini halaman demi halaman dan yang berpartisipasi dalam hal int adalah:

Wilson Banks, lllinois State University,

Richard Grassl, University of New Mexico,

Louis Guillou. SL. Mary’s College,

Paul Liebnitz, University of Missouri, Kansas City.
Wayne Roberts, Macalester College,

Robert Sickles, Prentice Hall, Inc.

Louis Guiilou banyak memberikan saran, menyusun soal-soal baru dan menyiapkan pan-
duan untuk siswa dan untuk para guru. Wayne Roberts membuat komentar-komentar
secara rinci pada keseluruhan naskah; dia dan Kay Blair membantu mengoreksi pemberian
halaman dan nomor-nomor gambar. Sedangkan rekan lainnya yang telah membaca dan
mengomentari sebagian dari naskah ini adalah:

Gene Brown, Northern Virginia Community College
James H. Fife, The University of Richmond

John Spellman, Southwest Texas State University
Paul Weichsel, The University of Illinois

Fugene Wingo, Thomas Nelson Community College

Kami ucapkan terima kasih pula kepada Norton Starr, dari Amherst College yang
telah memberikan grafik-grafik komputer untuk Bab 15 dan C. H. Edwards Jr. serta David
F. Penney dari University of Georgia yang telah mengizinkan untuk menggunakan Daftar
Integral dari bukunya, Caleulus and Analitic Geometry, Prentice Hall, 1982.

Akhimya, dengan segale kerendahan hati kami ucapkan terima kasih pula kepada
seluruh staf Prentice Hall atas dorongan, bantuan dan hasil kerjanya yang profesional,
terutama kepada Robert Sickles (Editor Eksekutif), David Ostrow (Editor Matematika),
Zita de Schauensee (Editor Proyek) dan Jayne Conte (Perancang).

Edwin J. Purcell
Dale Varberg,



1 Pendahuluan

1.1 Sistem Bilangan Riil

I

1.3 Ketaksamaan

1.2 Desimal, Kerapatan, Kalkulator

1.4 Nilai Mutlak, Akar Kuadrat, Kuadrat
1.5 Sistem Koordinat Persagi-panjang

1.6 Garis Lurus
1.7 Grafik Persamaan
1.8 Soal-soal Ulangan Bab

[ Geometri koordinat] , jauh melebihi dari spekulasi
metafisisnya, mengabdikan nama Descartes, dan me-
rupakan langkah tunggal terbesar yang pernah di-

buat dalam perkembangan ilmu-ilmu eksakta.
John Stuart Mill

Rene Descartes dikenal sebagai ahli filsafat
modern pertama yang besar. Ia jugs pe-
nemu biologi modern, ahli fisika, dan mate-
matikawan.

Descrates lahir di Touraine, Perancis,
putra dari seorang ahli hukum, yang
lumayan kekayaannya. Ayahnya mengirim-
nya ke sekolah Jesuit pada umur delapan
tahun. Karena kesehatannya yang kurang
baik, Descartes diijinkan menghabiskan
waktu paginya belajar di tempat tidur,
suatu kebiasaan yang dipandangnya ber-
guna schingga dilanjutkannya sepanjang
hidupnya. Pada umur 20 tahun, ia men-
dapat gelar safjana hukum (dapat anda
bayangkan seorang SH yang jngn ahh

René Descartes
1596-1650

dikan itv mengantarnya ke matematika,
yang ia simputkan sebagai sarana pengem-
bangan kebenaran di segala bidang. Karya

) dan

menjalani diras militer beberapa tahun dan
tinggal beberapa waktu di Paris dan ke-
mudian di Belanda. la pergi ke Swedia di-
undang untuk mengajari Ratu Christina,
di mana {a meninggal karena pneumonia
pada tahun 1650,

Descartes menyelidiki suatu metode
berpikir yang umum yang akan memberi-
kan pertilian pada pengetahuan dan me-
nuju Kebenaran dalam ilmu-iimu. Penyeli-

kehidupan seorang tuan yang terhormat, -

yang paling berpengaruh
adalsh La Geometrie,  yang diterbitkan
tahun 1637, Di dll,lmny-, ia mencoba
suatu penggabungan dari geometri tua dan
patut dimuliaskan dengan aljabar yang
masih bayi. Bersama dengan orang Perancis
lainnya, Plerre Fermat (1601-1665), ia
diberl pujian dengan gabungan tersebut
yang saat ini kita sebut geometri analitik,
atau geometri koordinat. Pengeml
lengkap kalkulus tidak mungkin tercapai
tanpa dia.
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1.1 Sistem Bilangan Riil
Kalkulus didasarkan pada sistem bilangan riil dan sifat-sifatnya. Tetapi apakah bilang-

an rill itu dan apa sifat.sifatnya? Untuk menjawab, kita mulai dengan beberapa sistem
bilangan yang lebih sedechana.

BILANGAN-BILANGAN BULAT DAN RASIONAL Di antara sistem bilangan, yang pa-
ling sederhana adalah bilangan-bilangan asli,

1,2,3,4,5,6, ...
| Dengan bilangan ini kita dapat menghiturg: buku-buku kita, teman-teman kita, dan uang

kita. Jika kita gandengkan negatifnya dengan nol, kita peroleh bilangan-bilangan bulat:

| r0=3,-2,-1,0,1,2,3,...
| Bilamana kita mencoba mengukur panjang, berat atau tegangan listrik, bilangan-
' bilangan bulat tidak memadal. Bilangan ini terlaly kurang untuk memberikan ketelitian
‘ yang cukup. Kita dituntun untuk juga mempertimbangkan hasil bagi (rasio) dari bilangan-
i bilangan bulat (Gembar 1) yaitu bilangan-bilangan seperti

3P

GAMBAR 1

Perhatikan bahwa kita menyertakan 3¢ dan ~ 47, walaupun secara
dangg,, sk normal kita menuliskannya sebagai § dnn 17, katena sesual dengan
W arti pembagian yang bina menkl same dengan yang belakangan.

il Kita tidak menyertakan £ atau 2 3 karena tidak mungkin membuat
pengertian dari lambang-lambang ini (lihat Soal 36). Marilah kita
untuk ian oleh nol dari
buku ini (Gambar 2). Bilanganbilangan yang dapat dituliskan dalem
pentuk m/n, ww« dengan
GAMBAR 2 n#0, # 0, disebut bilangan-bilangan rasional.

Apnkah bilangun-bilangan rasional berfungsi mengukur semua
panjang? Tidak, Fakta yang mengejutkan ini ditemukan oleh orang
Yunani kuno beberapa abad sebelum Masehi. Mereks memperlihat-

1 kan bahwa meskipun ﬁ merupakan panjang sisi-miring sebuah segi-
tiga sfku-siku dengan sisi-sisi 1 (Gambar 3), bilangan ini tidak dapat
dituliskan sebagai suatu hasil bagi dari dua bilangan bulat (lihat
Soal 43). Jadi f adalah suatu bilangan tak-rasional. Demikian juga

GAMBAR 3 \/_ , \/3, \/7' =, dan sekelompok bilangan lain,

;)

1
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BILANGAN-BILANGAN RIIL  Sekumpulan bilangan (rasional dan tak-rasional) yang
dapat kur panjang, b dengan negatifnya dan nol kita namakan bilang-
an-bilangan riil.

Bilangan-bilangan riil dapat dipandang sebagai pengenal (label) untuk titik-titik se-
panjang sebush garis mendatar. Di sana bilangan-bilangan ini mengukur jarak ke kanan
atau ke kiri (jarak berarah) dari suatu titik tetap yang disebut titik asal dan diberi label 0
(Gambar 4). Walaupun kita tidak miingkin memperlihatkan seriua label itu, tiap titik me-
mang mempunyai sebuah label tunggal bilangan riil. Bilangan ini disebut koordinat titik
tersebut, Dan garis koordinat yang dihasilkan diacu sebagai garis riil.

GAMBAR 4

Terdapat lambang-lambang baku untuk mengenali kelaskelas bilangan yang sejauh ini
telah dibahas. Mulai sekarang, N akan menyatakan himpunan bilangan asli (bilangan bulat
positif), Z (dari bahasa Jerman, Zahien) akan menyatakan himpunan bilangan bulat, @
(hasil bagi bilangan bulat) menyatakan himpunan bilangan rasional, dan & himpunans
bilangan riil, Seperti ditunjukkan pada Gambar 5,

NcZeQcR

Di sini C adalah lambang himpunan bagian; dibaca "adalah himpunan bagian dari”.

Z: Bilengan Bulat
@: Bilengan Rasional

R: Bilangan Riil

GAMBAR 5

Hampir semua mahasiswa akan ingat bahwa sistem bilangan masih dapat diperluas
lebih jauh lagi ke bilangan yang disebut bilangan kompleks. Bilangan-bilangan ini berben-
tuk @ + 5+/=1, di manaa dan b adalah bilangan-bilangan riil. Bilangan-bilangan kompleks
akan jarang dipakai dalam buku ini. Keny ya, jika kita bilangan tanpa
penjelasan khusus, anda dapat bahwa yang dit adalah bilangan riil.
Bilangan-bilangan riil merupakan ciri utama dalam kalkulus.

EMPAT OPERASI HITUNGAN Dengan dua bilangan tiil x dan y, kita dapat menambah-
kan atau lik untuk peroleh dua bilangan rill barux +y danx + y
(biasanya cukup dituliskan xy). Penambahan dan perkalian mempunyai sifat-sifat yang
telah dikenal berikut, Selanjutnya, kita menyebutnya sifat-sifat medan.




-

4 Kalkulus dan Geometri Analitis  Jilid 1

Sifat-sifat Medan
Hukum komutatif. x +y =y +x danxy = yx.
Hukum asoslatif. x +(y +2z)} = (x+y) + z dan x(y7) = (xy)z
Hukum distribusl. x(y +2)=xy +xz.
Elemen-elemen identitas. Terdapit dua bilangan riil yang berlainan 0 dan §
yang memenuhix +0= x danx - 1= x

Eal ol ol

S.  Balikan (Invers). Setiap bilangan x mempunyai balikan aditif (disobut juga
sebush negatif), —x, yang memenuhi x + (—x) = 0. Juga, setiap bilangan x
kecuali O mempunyai baltkan perkalian {disebut juga kebalikan)x™", yang
memenuhix . x™ =1,

dan b: dengan
x—y=x+(-y)
dan
Iy
¥y

Dari fakta-fakta dasar ini, banyak yang lain menyusul. Kenyataannys, hampir semua
aljabar pada akhirnya berpatokan pada lima sifat medan dan definisi pengurangan dan pem-
bagian tersebut. B

URUTAN PADA GARIS BILANGAN RIIL Misalkan x < y berarti x berada di
sebelah kiri y pada garis bilangan ril.

i I
x 14

URUTAN Bilangan-bilangan riil bukan no} secara baik dipisahkan menjadi dua himpunan
terpisah — bilangan-bilangan riil positif dan bilangan-bilangan riil negatif. Fakta ini me-
mungkinkan Kita memperkenalkan relasi urutan < (dibaca “kurang dari”") yaitu

x<y < x positif

Lambang dua anak panah « di sini merupakan konjungsi dari = (sehingga) dan <= (ka-
rena). Jadi, «* boleh dibaca “setara dengan” atau sebagai “jika dan hanya jika”. Kita
setuju bahwa x <y dan y > x akan berarti sama. Sehingga 3 <4, 4 >3, -3 <-2, dan
-2>-3.F i ik < yang ditunj dalam kotak di bawah ini.

Sifat-sifat Urutan

1. Trikotomi. Jika x dany adalah bilangan-bilangan, maka pasti satu di antara
yang berikut berlaku:

x<yataux =y ataux >y
Ketransitifan, x <y dany <z=x <z
Penambahan, x <y wx+z<y+z
Perkalian, Bilangan z positif, x < y #xz < yz. Bilamana z negatif, x <y &
xz>yz.

Eal ol
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Relasi urutan < (dibaca “kurang dari atau sama dengan”) adalah sepupu pertama dari
<. Relasi'ini didefinisikan dengan

F <y <> y- x positif atau not

Sifat-sifat urutan 2, 3, dan 4 berlaku dengan lambang-lambang < dan > diganti oleh < dan

>.

SEDIKIT LOGIKA Hasil penting dalam matematika disebut teorema, dan Anda akan me-
nemukan cukup banyak teorema dalam buku ini. Teorema yang dianggap amat penting
untuk diketahui di dalam buku ini biasanya diberi nama (misalnya Teorema Pythagoras),
sedangkan lainnya dimuat dalsm soal dan dengan
kata tunjukkan bahwa atau buktikan bahwn. Untuk membedakannya dengan aksioma
atau definisi yang kebenarannya telah dianggap pasti, teorema memerlukan pembuktian.

Teorema yang dapat dinyatakan dalam bentuk "Jika P maka " seringkali disingkat
dengan P = Q. Km namakan P sebagai hipotesis dan Q sebagai kesimpulan teorema ter-
sebut. yang dung unsur it bahwa P harus dapat menyata-
kan Q"

Para mahasiswa tingkat pertama kadang-kadang mengalami kesulitan membedakan
P = ( dengan kebalikannya @ = P. Jelasnya, kedua pernyataan ini tidak sama, sebagai
contoh: “Bila John adalah seorang Indian maka ia adalah orang Amerika” merupakan per-
nyataan yang benar, akan tetapi kebalikannya "Bila John adalah orang Amerika maka ia
orang Mi " jelas p: P yang salall Di laln plhak ~@ = ~Pyang
dibaca "bukan @ bukan P di if yang ekivalen dengan
P = Q. Pada contoh tadi, akan benar bahwa “Bila John bukan orang Amerika maka ia
bukan orang Minnesota™.

Karena pernyataan dan kontrapositifnya adalah ekivalen, kita sering menggunakan
bentuk ini untuk membuktikan suatu teorema, dan cara seperti ini dinamakan pembukti-
an dengan iksi. Jadi, untuk ikan P = Q, kita dapat memisalkan ~Q dan
mencoba untuk menyimpulkan ~P darinya, dengan perkataan lain kita mencoba
mengkontradiksi P. Di sini kami berikan contoh sederhana.

Teorema:
Jumlah dari suatu bilangan rasional dan bilangan tak-rasional adalah tak-rasional.

Bulkti:

Teorema ini dapat ditulis sebagai berikut: "Bila x = m/n, di mana m dan n adalah bilangan
bulat, dan bila y adalah bilangan takrasional, makax +y adalah takrasional”. Kita misalkan
% + y rasional, dan dengan demikian x + ¥ = p/q di mana p dan ¢ adalah bilangan bulat.

_p_m_np—mg
g n qn

Ini berarti bahwa y adalah bilangan rasional, bertentangan dengan hipotesis. Kita berikan
teorema tadi terbukti. u

Cara lain untuk ian secara iksi adalah dengan Hukum
Excluded Middle yang berbunyi: Salah satu di antara R atau ™R, bukan kedua-dusnya.
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Pada teorema di atas, bila R adalah pcmyatnn *Jumlah suatu bilangan rasional dan

bilangan adalah L P kita bahwa ~R, tidak
benn maka berarti R benar.
untuk kita cara lain yang dikenal

dengan Induksi Matematis, ‘yang pada kesempatan ini tidak akan dibahas karena terlalu

rinci. Akan tetapi, pembahasan yang selengkapnya kami berikan pada Lampiran A.1.

REDUCTIO AD ABSURDUM

Pembuktian dengan kontrakdiksi dikenal pula dengan nama reductio ad absurdum,
soperti apa ‘yeng telah dikatakan oleh pakar matematika hesar G.H. Hardy:
"Reductio ad absurdum yang sangat disenangi okh Euclid, adalah merupakan
senjata paling ampuh bagi para matematikawan. Merupakan gambit yang jaub
lebih ampuh dari gambit ‘catur manapun, seotsng pemain catur-dapat menawar-
kan pengorbanan sebuah bidek ataupun buah lainnya, akan tetapi matematike-

wan menawarkan permainan”:

SOAL-SOAL 1.1

Anda pasti masih ingat bagaimana mema-
nipulasikan bilangan, tetapi tidak ada salah-
nya untuk mengulang kembali sejenak.
Dalam Soal-soal 1-20, sederhanakan seba-
nyak mungkin. Pastikan untuk menghilang-
ken semua tanda kurung dan memudahkan
semua pecahan.

4-38-12)—6
203 - 2(4 — 8))
—4[3(=6+13) - 25~ 9)]
S[—1(7+12~16) + 4] + 2
i-G+d

—@r-9
OE-H+y
=3k 3 - ]
H#E -
10. G+ 3v1 + b

B-3
B s

hAE A B

PEECEE-N

d

2
31—
FE

3
14,24
1+4

15, (V2 + VD2 - V3
16. (V2 + /3%
17.3/2(/2 - /B

18. 244LY2 + Y16]

19.¢+H*

zo.\(.L - ,5.,)‘2

V2 24

Sedikit latihan afjabar skan baik untuk me-
hasisws kalkulus. Dalam Soak-soal 21-34,

lakukan operasi yang diminta dan seder-
hanakan.

21.Q2x ~ 3)(2x + D)
22.(2x - 32

23.0x -9 + 1)
24, Ox + 10)(2x — 4)
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253 -1+ 12 ¥
26— 1y
-4

x -2

27.

28,

2% —
X -+ x

18 ﬂ+ 6
XA x x+3
2 y 2+ 1

ety iy

Py xP4x—
33 X 4% & X +x 2
-1 x*+5x+6

22
x—1 x-3

35. Cari nilai masing-masing yang ber-
fut; jia tak terdefinisi, kataken demikian.

Ea)) g' 0 [} §
c @
© 8 @ o°

36. Perlihatkan bahwa pembagian
oleh 0 adalah tanpa arti sebagai berikut:
Andaikan a # 0. Jika 2/0 = b, maka
a=0.b = 0, yang merupakan kontradiksi.
Sekarang cari alasan mengapa 0/0 juga
tanpa arti.

37. Nyatakanlah apakah masing-ma-
sing yang berikut benar atau salah,

@) =2< -2 ®1>-%
© -3<3 @ 4> -16
©§<# @ <-4

38. Buktikan masing-masing jika a > 0,
b>0. i

@a<b = at<b?
Lot

®a<h o -5

7

39. Buktiken bahwa rate-rata dua
buah bilangan terletak di antara kedus
bilangan itu; artinya, buktikan bahwa

a<b = a<a+b

<b

40. Mana di antara yang berikut se-

lalu benar jika a < b7,
@a—4<b-4 () —ax b
© & <ab @ @ <a’

41. Bilangan prima adalsh bilangan
asli (bilangan bulat positif) yang hanya
mempunyai dua bilangan asli pembagi, bi-
langan itu sendiri dan 1. Beberapa bilangan
prima yang pertama adalah 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17. Menurut Teorema Dasar Hitungan,
setiap bilangan asli (selain 1) dapat kita tu-
lis sebagai hasil kali suatu himpunan unik
bilangan prima, Misalnya, 45 =3 . 3. 5.
Tuliskan masing-masing yang berikut seba-
gai suatu hasil kali bilangan-bilangan prima.
Catatan: Hesil kali tersebut adalah trivial
jika bilangan itu adalah prima—ysitu, ia
hanya mempunyai satu faktor.

{a) 240 (b) 310
© 119 (d) 5400

42. Gunakan Teorema Dasar Hitungan
(Soal 41) untuk membuktikan bahwa kua.
drat sebarang bilangan asli {selain 1) dapat
kita tulis sebagai hasil kali suatu himpunan
unik bilangan prima, dengan masing-masing
bilangan prima ini muncul sebanyak bilang-
an genap, Misalnya, (45)* =3.3.3.3.5.5.

43 Buktikan bahwa /2 adalah tak-
rasional. Petunjuk: Andaikan /7 = p/q, di
mana p dan ¢ adaalah bilangan-bilangan asli
(bukan 1), Maka 2 = p?/q%, sehinggs 2¢° =
P*. Sekarang gunakan Soal 42 untuk mene-
mukan suatu kontradiksi.

44. Buktikan bahwa /3 adalah tak-
rasional (lihat Scal 43).

45. Buktikan bahwa jumlah dua bi-
langan rasional adalzh rasional.

46. Buktikan bahwa hasilkali sebuah
bilangan rasional (selain 0) dengan sebush
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bilangan takrasional adalah takrasional. 49. Tunjukkan bahwa bila bilangan
Petunjuk: Coba buktikan melaiui kontra-  asli m bukan merypakan bentuk kuadrat
diksi. sempurna, maka\/ﬁ takrasional,

47. Mana diantara yang berikut rasio-

nal dan mana yang takrasional? 50. Tunjukkan bahwa v/ ++/3 tak-

rasional.
@ /4 (b) 0375
© 1+./3 @@ (1 + /37 51. Tunjukkan bzhwa v3 ~ /3 +
© BVDGESD f) 52 /6 takrasional.
48, Apakah jumlah dua bilangan tak- 52. Tunjukkan bahwa log,o5 takra-
rasional pasti takrasional? Jelaskan. sional.

1.2 Desimal, Kerapatan, Kaltkulator

Sebarang bilangan rasional dapat ditulis sebagai, suatu desimal, karena berdasarkan de-
finisi bilangan ini selalu dapat dinyatakan sebagai hasil bagi dua bilangan bulat; jika pem-
bilang kita bagi dengan penyebut, kita peroleh suatu desimal. Misalnya (Gambar 1),

375 1,181 1
8/ 3,000 11/13,000 7= 05
2a__ n
60 2 T3
1] n 2 =0375
) % 8
0 8 13
20 — =1,181818...
1 1
§-a78 ) 3
.:%- 1,181818.. . 7= 0,428571428571428571 ...
GAMBAR 1
Bilangan-bilangan ional dapat juga di sebagai desimal-desimal. Sebagai
contoh.

V2 = 1,4142135623s ..
/3 = 1,7320508075 ...
7 = 3,1415926535 ...

DESIMAL BERULANG DAN TAK-BERULANG Pernyatasn desimal suatu bilangan
rasional dapat mempunyai akhir (seperti dalam % = 0,375) atau akan berulang dalam
daur yang tetap selamanys (seperti dalam 43 = 1,181818 . . .). Percobaan kecil dengan pro-
ses pembagian panjang akan menunjukkan kepada anda mengapa demikian. (Disebabkan
hanya terdapat suatu bilangan berhingge sisa-sisa yang berlainan). Sebuah desimal yang
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mempunyai akhir dapat dipandang sebagai sustu desimal berulang yang angka-angka akhir-
nya semuanys nol. Misalnya,
3
8
Jadi setiap bilangan rasional dapat dituliskan sebagai suatu desimal berulang. Adalah suatu
kenyataan yang penting bahwa kebalikannya juga benar. Setiap desimal yang berulang me-

nyatakan suatu bilangan rasional. Ini jelas dalam kasus suatu desimal berulang (misalnys,
3,137 = 3137/1000) dan mudah dibuktikan secara umum.

= 0,375 = 0,3750000. ..

CONTOH 1 (Desimal berulang adalah rasional). Buktikan bahwa

x=0,136136136. .. dan  y=027171717...
menyatakan bilangan-bilangan rasional.

Penyelesaian. Kita kurangkan x dari 1000x dan kemudian $elesaikan ul;hlk x.

1000x = 136,136136. ..

x= 0,136136...
999x = 136
(o126
999

Demikian pula,

100y = 2717471717 ...

0.27171717....
9y = 26,9
_%9
Y= %9 T 9%
Secara umum, langkah pertamz adalah mengalikan suatu desimal berulang z dengan 107
jika desimal tersebut berulang dalam sustu daur yang memuat m angka. [ ]
Biiangan Rill Pernyataan desimal bilangan-bilangan takrasio-

- - nal tidak berulang menurut suatu daur. Sebalik-
Bilangan Rasional || Bilengen Rasiona! | nya, suatu desimal tak berulang pasti menyatakan
{desimal (desimal an dakrasional o

takberufang) barulang) suata b'l!angan ‘takrasional. Sehinggs, misalnya,
©,101001 ..
GAMBAR 2 pasti menyatakan suatu bilangan takrasional.
Diagram dalam Gambar 2 meringkaskan apa
yang telah disampaikan,

KERAPATAN Diantaraduabilangan riil sebarang yang berlainan x dan y, terdapat
suatu bilangan riil lain. Khususnya, bilengan z = (x + y)/2 adalsh bilangan pertengahan
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antara x dan ¥ (Gambar 3). Karena terdapat juga suatu bilangan s antaga x dan z dan
bilangan lain ¢ antara z dan y dan karena argumentasi inj dapat
s 4 diulang sampai takterhingga, kita dipaksa mengambil kesim-
:-—l—:‘,l‘y—]—:, pulan yang menakjubkan tetapi benar bahwa di antara dua
R bilangan riil sebarang (tidak perduli betapapun dekatnya),
GAMBAR 3 terdapat takterhingga banyaknya bilangan riil lain, Ini samaseka-
i akan menghapus pemikiran sepeiti “bilangan yang sedikit

Iebih besar daripada 3", Tidak terdapat bilangan yang demikian.
Sebenarnya kita dapat mengatakan lebih banyak. Di antara dua bilangan riil sebarang
yang berlainan, terdapat bilangan rasional meupun bilangan takrasional — dan karenanya

takterhingga banyaknya dari tiap jenis.

CONTOH 2. Carilah suatu bilangan rasional dan bilangan takrasional di antara x dan y
jika

0,31234158. ..
0,31234200. ..

[

Penyelesaian. Andaikan

z = 0,312341600000. . .
=0,3123416010010001. . .

Maka z adalah rasional (berakhir dengan L 0), w adalah takrasional
(perhatikan pola penyisipan 0 yang semakin banyak di antara angka 1). Seharusnya jelas
bahwax <z <w <y n

Satu cara bagaimana matematikawan meme-
riksa situasi yang telah dibahas terscbut adalah
dengan mengatakan bahwa bilangan rasional dan

ya rapat jang garis riil
(Gambar 4). Setiap bilangan mempunyai tetangga
rasjonal dan takrasional yang cukup dekat dengan-
nya.Keduajenisbilangan tersebut sahng berkaitan
tak i dan .

Silangan | Resionat

Bitangan Takrasional

Salsh satu manifestasi dari sifat kerapatan
yang baru seja diurafkan adalah bahwa sebarang
bilangan takrasional dapat dihampiri oleh suatu
bilangan rasional sedekat yang kita sukai. Contoh-
nya adalah,/2. Barisan bilangan-bilangan rasional

Vi 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,4121; 1,414213, ...
berbaris dan tak dapat ditawar-tawar menuju
Lot /2 (gambar 5). Dengan begjalan cukup jauh
" 41¢  dalam barisan ini, Kita dapat berada sedekat mung-
GAMBAR $ ’ kin ke , /2 sepesti yang Kita inginkan.

GAMBAR 4
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KALKULATOR Di masa yang lalu para jlmuwan dan insinyur berkeliaran di kampus
dengan "sude-rule tergantung di ikat pinggangnys. Saat ini mereka mengantongi kalkulator
di sakunya. Jika anda belum mempunyai salah satu dari ahli sihir elektronika ini, kami
anjurkan anda untuk membelinya. Yakinkan untuk memperoleh model ilmish (dengan
sinus, kosinus, dan logaritma) dan, jika anda mampu, kami rekomendasikan versi yang
dapat dij Anda akan ji i banyak dalam buku ini,
Kkhususnya dalam soal-soal yang ditandai dengan [€]

Satu kenyataan yang Segera jelas kelihatan adalsh bahwa kita tidak dapat memasuk-
kan suatu desimal tak berhingga ke dalam sebuah kalkulator, Kalkulnlox secara eksklusif
bekerja dengan desithal yang panj telah di isalnya, sepuluh
angka). Nyatanya, kalkulator hanya menangani bilangan-bllangan rasional dengan uraian
destmal yang berhenti secara cepat. Sehingga, kita sering harus membulatkan suatu bilangan
untuk memasukkannya ke kalkulator, dan jawab yang diberikan oleh kalkulator biasanya
juga ukm dibulatkan. Misalnya, kalkulator tidak akan pernah memakai nilai sebenarnya
dari,/ 2 tetapi harus puas dengan suatu hampiran seperti

V2 = 1,414213562

Di sini kita telah memakai lambang ~ untuk menyingkat ungkapan “'secara hampiran sama
dengan”.

Nasehat kami adalah ini: Lakukan perhitungan yang mudah tanpa memakai kalkulator,
khususnya jika ini dapat menghasilkan jawab yang sebenarnya. Misalnya, secara umum kita
lebih menyukai jawab sebenamya \/5/2 untuk sinus dari m/3 dibandingkan nilai hasil
kalkulator 0,8660254. Tetapi, dalam perhitungan yang rumit kami anjurkan penggunaan
kalkulator. Anda akan lihat bahwa kunci jawaban kami pada bagian akhir buku sering kali

ikan jawaban yang maupun hampiran desimal yang diperoleh dari peng-
gunaan kalkulator.

SOAL-SOAL 1.2

Dalam Soalscal 1-6, ubah tiap bilangan yang berlainan (0,199999.. . . = 0,200000

ragional menjadi desimal dengan melaku- dan 0,399999 . . . = 0,400000).
kan pembagian panjang. B:lnngm«bllllngln rasional mana yang
L3 24 mempunyai sifat-sifat ini?
44 14. Buktikan bahwa bilangan rasjonal
3.4 - sebarang p/q, dengan faktorisasi prima dari
q seluruhnya terdiri dari 2 dan 5; memiliki
S 4 6. 4 suatu uraian desimal yang mempunyai
Dalam Soal-soal 7-12, ubah masing-masing kDI
desimal berulang menjadi suatu hasil bagi 15. Carilah sebush bilangan rasional
dua bilangan bulat (lihat Contoh 1). positif dan sebush bilangan takrasional
512, 8. . positif yang kedumnya lebih keell dari
7. 0,123 3 8. 021117 - pada 0,00001.
9. 2,56565656... 10. 3,929292... 16. Berapa bilangan bulat positif ter-
kecil? Bilangan rasional positif terkecil?
11.0499999... 12, 0,399999... Bilangan takragional positif terkecil?
13. Dari Soalsoal 11 dan 12, Anda 17, Cari bilangan tskrasional antara

melihat bahwa beberapa bilangan rasional 3,14159 dan 7 (lihat Contoh 2 dan catat
tertentu mempunyai dua uraian desimal bahwa 7 =3,141592...).




18. Apakah(r — %) positif, negatif,
atau nol?

19. Apakah terdapat bilangsn antara
0,9999 . .. dengan angka 9 yang berulang
terus dengan 17

20. Carilahh bilangan rasional antara
4 dengen 4.

21. Apaksh 0,12345678910111213-
14, ragional atau takrasional? (Anda
seharusnya melihat suatu pola dalam
barisan angka yang diberikan),

22, Carileh dua bilangan- takrasional
yang jumiahnya rasional.

[T} Dalam Soaksosl 23-32, cari hampiran

desimal yang terbaik yang dapat dilakukan

oleh kalkulator anda.
23.(/2+ 12

24. (/3- 2
25, Y1215 — Y1015
26. 3617

27. /18-

33

1432 +
" (@A - (1127

5, (634 X 107)(523 x 1
421 x 10°

30, Q012523 x 10°%)
616 x 10-°

31 /3 +2+4
32. Y6’ — 2n

[c] 33. Perhatikan bahwa

2 -~ TxP 4+ lix = 2=

T2x - Tx + 11]x — 2
Untuk menghitung suku di ruas kanan
untuk x = 3, tekan tomboktombol berikut
pada sebueh kalkulator afabar logika.

EBETE EsEHUE E3E 2 E

Gunakanlah pemikiran ini untuk menghi-
tung ungkapan yang diberikan dalam tiap
kasus.

(@) x=u
(©)x=11,19

b) x=2,15
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34. Gunakanlsh pemikiran yang di-
bahns dalam Sonl 33 untuk menghitung
x* -~ 3x% + 5x* + 6x — 10 pada setiap

@x = 1
() x = 13,53

M)y x=m

35. Suatu bilangan » dinamakan
batas atas dari suatu himpunan bilangan
S bila x < 5 untuk setiap x di S. Sebagai
contoh 5, 6,5 dan 13 adalah batas atas
dari himpunan § = {1, 2,3, 4, 5}. Angka
5 merupakan batas atas terkecil dari S.
Demikian pula 1,6, 2 dan 2,5 adalah batas
atas  dari  himpunan tak-terhingga
T= {14, 1,49, 1,499, 1,4999 ...}, di
mana 1,5 adalah merupakan batas atas
terkecil. Tentukan batas atas terkecil dari
setiap himpunan berikut:

{a) §={-10,-8, -6, -4, -2}

(b) §={-2,-2,1, -2,11,-2,111,
-2,111...}

(©) §={273,244,2444,

2.4444,. .}

@s~{1-4,1-4

1-31-4,.71

{e) 5= {x:x={-1)"+ 1/n, n bilangan
bulat positif}; yaitu, § adalah himpunan
semua bilangan x yang berbentuk x =
(=1)" + 1/n, dengan n adalah bilangan
bulat positif.

() §={xx? < 2, x adalah bilangan
rasional }.

36. Aksioma Kelengkspan untuk
bilsngan-bilangan 1iil menyebutkan: Se-
tiap himpunan bilangan-bilangan riil yang
memiliki batas atas, mempunyai.sebuah
batas atas terkecil berupa bilangan riil.

(a) Tunjukkan bahwa pernyataan terse-
but di atas, salah bila kata riil diganti
dengan rasional.

(b) Apakah pernyatssn terscbut di atas
akan benar atau salash bila kata riil
diganti dengan asli?

Contoh: Bilangan-bilangan riil R adelah
satu-satunys himpunan bilangan-bilangan
yang sekaligus memiliki sifat medan, sifat
urutan, dan sifat kelengkapan.
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1.3 Ketaksamaan
Menyelesalkan suatu persamaan (misalnya, 3x — 17 = 6 atau x* — x — 6 = 0) merupakan
satu tugas tradisional dalam matematika; hal ini penting dalam kuliah dan kami anggap
N anda ingat bagaimana mcngel]ikannyl Tetnpl hal yang hampir sama pentingnys dllam
kalkulus adalah (misalnya, 3x — 17< 6 atau x* —x
— 6 > 0). Menyelesaikan matu ketaksamaan adalah mencari semua himpunan bilangan riil
yang membuat ketaksamaan berlaku. Berbeda dengan persamasn, di mana himpunan
pemecahannya secara normal terdiri dax satu bilangan atau mungkin sejumlah bilangan
han suatu biasanya terdirj darj suatu keseluruhan
selang bilangan atau, dalam beberapa kasus, suatu gabungan dari selang-selang yang demi-

kian.

SELANG Beberapa jenis selang akan muncul da-

6 123 s L7 lam pekerjaan kita dan kami akan memperkenal-
kan istilah dan cara penulisan khusus untuk selang
ini. Ketaksamaan gands @ < x < b memerikan
GAMBAR 1 selang terbuka yang terdiri dari semua bilangan
antara o dan b, tidak termasuk titik-titk ujung

2 dan b. Kita nyatakan dia dengan lambang (a,b)

(=1,8) = {x: =1 <x <8}

Log 1 1L L (3 1 | (Gamber 1) Sebaliknya, ketaksamaan a < x < b '
-2 j] o vz 34 f; 87 memerikan selang tertutup yang berpadanan,
(—1,8] = {x: —1 <x <5} yang mencakup titik-titik ujung ¢ dan b. Ini di-
nyatakan oleh [a, b] (Gambar 2) Tabel 1 berikut
GAMBAR 2 menunjukkan sejumish besar kemungkinan dan

memperkenalkan cara penulisan kita.

Penulisan Himpunan Penulisan Selang Grafik

Kra<x<o} ta, b} —6'—2_
{x:acx<b} 1s, ] _[_q_

8 b
{x:e<x<b} {s, 6) —f
H I
, {x:a<x<b} (] _(_}“—
a b
{x:x<8} {— o, 5] 4—-%—
{x:x<b} (=, B) B
4

{x:x»a} 0, o) e e
{xix>a} o, =} ( >

R {00, m} B —— ]
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MENYELESAIKAN KETAKSAMAAN Sama halnya seperti dengan persamaan, prosedur
untuk terdiri atas satu langkah tiap
kali sampai himpunan pemecahan jelas. Alat utama adalah sifat-sifat urutan dari Pasal 1.1.
Ini berarti bahwa kita dapat melaksanakan operasi-operasi tertentu pada suatu ketaksamaan
tanpa | i

1. *ita dapat menambahkan bilangan yang sama pada kedua pihak suatu ketaksama-

an;

2. kita dapat mengalikan kedua pihak suatu keteksamaan dengan sudtu bilangan
positif;

3. kita dapat mengam:nn kedua pihak dengen suatu bilangan negatif, tetapi kemudi-
an kita harus arah tanda

CONTOH 1. Selesaikanlah ketaksamaan 2x — 7 <4x — 2 dan perlihatkan grafik hiripunan
| penyelesaiannya.
| Penyelesaian.

_L(.L_l_l-l-l—.l—.» d,k—T<4x -2
i = 0 1 2z 3
2x<4x+ 5 (tambahkan 7)
i 5
SR 1 —2%<s

GAMBAR 3

(tambahkan — 4x)
x> —% (kalikan dengan — §)

Grafk tampak dalam Gambar 3. n

CONTOH 2. Selesaikan —5 <2x + 6 <4.

i
" Ly ~5<um+6< 4

jadi negatif, atau sebaliknya, hanya padaa atau b. Titiktitik ini, pada mana suatu faktor
ndaln.h 1ol disebut titk-titlk-pemecah. Titik-titik ini merupekan kunci untuk menentukan
P dari kuadratis atau tingkat lebih tinggl.

Penyelesaian.
° - . 2 (tambahkan —6)
[, )= {x: Pax<—} -is <= o0

< < -1 ikan dengan )

GAMBAR 4 ¥ x Cal nean §
i Gambar 4 memperlihatkan grafiknya. a
\ Sebelum menangani ketaksamaen kuadrat, kita tunjukkan bahwa suatu faktor linear
berbentuk X — a adalah positif untuk x — g adalah positif untuk x > a dan negatif untuk
X < 4. Ini berarti bahwa hasil kali (x — a}(x — b) dapat berubah dari bernilai positif men-

|

CONTOH 3. Selesaikanlah ketaksamaan kuadrat x* — x <6.
Penvelesaian.  Sebagaimana dengan persamaan kuadrat, kita memindahkan semua suku
bukan nol ke salah satu ruas dan faktornya.
x—x<6
¥ —x-6<0 (tambshkan—6)
(x—MNx+2)<0 (faktorkan)
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—1
CONTOH §. Selesaikantah >—— > 0.
x+2

Ki untuk kedua piliak dengan x +2 segera menim-
bulkm dilema, karena x + 2 mungkin positif atau negatif. Haruskah kita membalikkan
tanda ketaksamasn stau membiarkannya demikian?. Ketimbang mencoba mengurajkan
masalgh ini (yang akan berarti memecahnya menjadi dua kasug) kita amati bahwa hasil
bagi (x —1)/(x + 2) hanya dapat berubah tanda pada titik-titik pemecah dari pembilang
dari penyebut, yaitu pada 1 dan — 2. Titik-titik wji — 3,0, dan 2 menghasilkan informasi
yang diperagaken dalam Gambar 7. Lambang » menunjukkan bahwa hasil bagi tak terde-

finisi di — 2. Kita s bahwa hi ian adalsh (— o0, —2) U [1, ).
Perhatikan bahwa — 2 tidak berada dalam lumpunxn penyelesaian karena hasil bagi tidak
terdefinist di sana. Di lain pihak, 1 diikutkan karena ketaksamaan sahih di 1. [ ]
) (=) (0 ¢+
-2 1
=2 1
(o=, =2 U [1, %0}
GAMBAR 7.
_s
CONTOH 6. Selesaikaniah ix_ <t
Penyelesaian. Tuliskan kembali ketaksamaan secara beruntun sebagai
2x -5
=3 - 1<0
2x — 5 —{x — 2)
x=2
x—
x—3 <0
Kermudian lanjutkan seperti dalam Contoh 6. Ringkasan yang diperlihatkan dalam Gam-
bar8 punan p 2,3 -
) = o+
z 3
2 3
GAMBAR 8.

CONTOH 7. Selesaikanlah x*— 5x*+4x < 0.

Penyelesaian. Persamaan tingkat tiga x* - 5x? + 4x difaktorkan sebagai x(x — 1}{x-— 4),
sehingga terdapat tiga titik pemecah —0,1 dan 4—yang membagi garis riil menjadi empat
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selang. Bilamana kita menguji selang-selang ini, kita peroleh informasi dalam Gambar 9.
Himpunan penyelesaian adalah (— oo, 03 U [1, 41. [ ]

)

=) {0} (@ (=) (0} {+

N WY IO N | 11
0 1

L

I

| o T T |
T

i}
|
0 1
9

GAMBAR

CONTOH 8. Selesaikanlah (x + 1)(x — 1)*(x — 3) <0.
Penyelesaian. Titik-titik pemecahan adalah —1, 1, dan 3, yang membagi garls rlil menjadi
empat selang, seperti diperlihatkan dalam Gambar 10. Setelah pengujian selang.selang ini,
kita dapatkan bahwa himpunan penyelesaian adalah [-1, 1] U [1, 3]; yaitu, selang
1,31 ]

{41 (0 1) 10) (=) (0) (4}

—t 1 3

GAMBAR 10

SOAL-SOAL 1.3

§. Tunjukkan masing-maging selang 3 dx—-T<3x+5
berikut pada garis riil.
2% + 16 25
@ (~4.1) () [-4,13 omrioext
© (-4,1] @ [-4.1) Ix-1<10x+4
© [1, ) €) (-0, —4] 6x— 102 5x — 16

2. Gunakan cara penulisan Soal | 10x+1>8c+5
untuk memeriken sslangselang berikut. x4+ 5> Tx + 17

@& ——A——— 9. —6<2:x+3< -1
2 7

10, =3 <dx-9<11

IR

® =Z-1 0 t 2 3 11, —2<1-5x%3

B a
12. 4<5-3x <7

@ l“ ° 13. 2+ 3x<Sx+1<16
14, 2x—4<s6-Tx<Ix+6
© ———4pb—
5 3 X +x-12<0

15.
Dalam tisp Soal 3-34, nyatakanlsh him- 16. X —5x46>0
punan penyelesgian dari ketaksamaan yang 3x? = lx =
diberikan dalsm cara penulisan selang dan 17. 3% - 1x - 450
sketsakan grafiknya, 18, 22 +7x— 1520

/
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19.2x2 +5x - 3>0

20.4x% — 5x.— 6 <0
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33.x° —5x? - 6x <0

3. P —-xt—x+1%0

x+5 35, Carilah ssmua nilai x yang memeé-
21, [t <0 nuhi kedua ketaksamaan secara serentak
(simultan). .
5 23 (@) 3x+7>1dm2x +1%3
270 (b)3x+7> 1dan2x + 1> —4
© Ix+7>1dah2x +1< -4
1
23. 2<$ 36 Carilgh somua niléi x yang meme-
nuhi paling sedikit satu’ dari dua ketak-
2.1 <3 samaan,
2x @ 3x+7>1 ataw 2x+ 1< -§
B)3x+7<1 atau 2x+ 1< -8
25, 1 4 () 3 +7s1 stau 2x+ 1> —8
-2
3 370 Tentukan x, dan nyatakan jawab-
6. 1 2 annya dalam notasi selang (intervai).”
' @ G+ 1P+ 2N -1
o2 (b) x*-2x* >8
272 %<2 © &2+ 1)?-70:% + 1)+ 10<0
x+4
2o 1 38. Selesaikan 1 + x + x? + x* +
28, >1 S+x*° <0,
X3 11,11
39. Persamaan = = = + = +

29.(x+ D2x - DBx + D20
30. (2x + H(x ~ D - 2) <0
31.02x + )Bx - DAx - 5) <0

32.(x+ Hx + 22X - 1) >0

R Ry R: R;
menyatakan hambatan total R dalam
suatu rangkaian listrik yang mengandung
tigs hambatan R, R; dan R, dihubung-
kan secara paralel, Bila 10 < R, < 20,
20 < R, < 30, dan 30 <R; < 40, tentu-
kan batas harga untuk R.

1.4 Nilai Mutlak, Akar Kuadrat, Kuadrat

Konsep nilai mutlak sangat berguna dalam kalkulus dan pembaca periu terampil dalam
bekerja dengannya. Nilai mutlak suatu bilangan riil x, dinyatakan oleh Lx|, didefinisikan

sebagai

Ixl=x . jikax 20
|%| = —x jikax <O

Misalnya, 161 = 6,10] = 0, dga | =5] = =(—5) = 5.

Definisi dua-cabang ini patut dikaji secara seksama. Perhatikan bahwa ini tidak me-
ngatakan bahwa | —x| = X (cobalah x = — 5 untuk melihat sebabnys). Adalah benar bahwa
x| selalu taknegatif; adalah benar juga bahwa | —x| = 1x].
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Salah satu cara terbaik untuk membayangkan nilai mutlak adalah sebagai jarak (tak-
berarah). Khususnya, |x| adalah jarak antara x dengan titik asal. Serupa, |x — 2 adalah

jarak antara x dengan a (Gambar 1).

=4

3=t=-2t=|-2-3=5
A —

-4-3-2-10 1 2 3 4

SIFAT-SIFAT Nilai mutlak berperilaku manis dalam perkalian dan pembagian, tetapi
tidak begitu baik dalam penambahan dan pengurangan.

1. iabl = fal (o}
lal _lal
25Tl

3. jatbl<lal+ 1Bl
4. la— bl > lial — 1Bl

Sifat-sifat nilai mutlak

(ketaksamaan segitiga)

Ll
s tor

-3

1x<3

=54 /7 —2 -1

-3

>3
GAMBAR 2

KETIDAKSAMAAN YANG MENYANGKUT
NILAI MUTLAK Jika ix| < 3, maka x
harus secara sekaligus lebih kecil dari 3 dan
lebih besar dari — 3; yaitu -3 <x <3,
Berlainan jika |x| > 3, makax < ~3ataux
>3 (Gambar 2) Ini merupakan kasus-kasus
khusus dari pernyataan-pernyatasn umum ber-
ikut.

|xj]<a & —-a<x<a

|x]>a <> x< —g aau x>a
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Kita dapat fakta ini untuk y yang

nilal mutlak, karena fakta terssbut i cara untuk i tanda nilai

mutlak.

CONTOH 1, Selesaikan ketaksamaan |x — 4| < 1,5 dan perlihatkan himpunan penyele-
saiannya pada garis riil.

Penyelesaion. Deri pernyataan Xotak pertama dengan x digantikan oleh x — 4, terlihat
bahwa

|x—4[<15 < -15<x-4<15

Bilamana 4 ditambahkan pada ketiga anggota ketaksamaan yang belakangan, diperoleh
2,5< x <5,5.Grafiknya diperhatikan dalam Gambar 3.

Ada cara lain untuk melihat masalah ini, dan ini
sama pentingnya. Lambang {x — 4| menyatakan
_H_‘;_H.é___l’._ jarak antara x dengan 4. Jadi mengatakan [x — 4
Ix—41<1,5 < 1,5 sama saja dengan mengatakan behwa jarak
antara x dengan 4 kurang dari 1,5. Bilangan-
GAMBAR 3 bilangan x yang mempunyai sifat ini adalah bi-
langan-bilangan antara 2,5 dan 5,5, yaitu z,s
<x <55

Pernyataan-pernyataan dalam kotak yang diperagakan tepat sebelum Contoh 1 tetap

saliih dengan < dan > masing-masing diganti oleh < dan >. Dalam contoh berkutnya
diperlukan pernyataan yang kedua dalam bentuk ini.

CONTOH 2. Selesaikan ketaksamaan |3x — 515 1 dan perlihatkan himpunan penyele-
saiannya pada garis ril.
Penpelesaian. Ketaksamaan ini dapat ditulis secara berurutan sebagai
Ix—5<—1atau Ix~521
3x < 4 atau 3x 26

xS ;auu x 22

Himpunan penyelesaian berupa gabungan dus seleng: ysitu himpunan  (—=,%] U2, m])
yang diperlihatkan dalam Gambar 4.

GAMBAR 4

A

—
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Bila kita sampai pada definisi “epsilon, delta” dari limit dalam Bab 2, kita akan perlu
membuat manipulasi seperti yang digambarkan dalam dua contoh berikut. Dalam abjad
Yunani, delta dan epsilon masing-masing adalah abjad yang keempat dan kelima dan se-
cara kan untuk ikan bilangan-bilangan positif kecil.

CONTOH 3. Andaikan ¢ (epsilon) adalah suatu bilangan positif. Buktikan bahwa

:
ix—2\<g e [5x—10{<¢

Penpelesaian

5lx —2] <e (kalikan dengan 5)
15Ix =2} <& (|15} =15)
IS~ Dl <e  (allbl = |abD
[5x — 10} <e

]
_21<t
x=2l<g

6 09

CONTOH 4. - Andaikan & suatu bilangan positif. Carilah bilangan positif 8 (delta) sedemi-
kian sehingga

Ix—-3{<d = |6x—18|<e¢
Penyelesaian,
l6x — 18] <& < |6(x—3)|<e¢
< 6lx—3] <e¢ (lab) =la}bl)
3 <= i L
o x—-3 < H (kalikan dengan )
Karenanya, kita pilih 8 = £/6. Secara mundu, terlihat bahwa
Ix—3] <8 = [6x—18j<e ]

AKAR KUADRAT “Setiap bilangan positif mempunyai dua akar kuadrat. Misalnya, dua
akar kuadrat dari 9 adalah —3 dan 3; dua akar dari 100 adalah —10 dan 10. Untuk @ > 0,
lambang \/; disebut akar kuadrat utama dari a‘ ang menunjukkan akar kuadrat tak-
negatif dari a. Jadi \/6 = 3dan/(—10)? = = 10. Dua akar kuadrat dari 7 adalah

++/7. Adalah tidak benar menulikan . /16 = +4 cukup+/16 = 4. Berikut scbuah ke-
nyataan penting yang bermanfaat untuk diingat.

Hampir semua mahasiswa akan ingat pada rumus kuadrat. Penyelesaian untuk ax®+bx +c
= 0 diberikan oleh

x =

—b + /b~ dac
2a

Y,
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Bilangan d = b* — B dar kuadratax? + bx +c=0.
Persamaan ini mempunyai dua jawaban riil bila 4 > 0, satu jawaban riil bila d = 0, dan
tidak memiliki jawaban riil bilad < 0.

Dengan Rumus Kuadrat, dengan mudah kita dapat menyelesaikan ketaksamaan-ke-
taksamaan kuulndrat termasuk yang mudah difaktorkan.

CONTOH 5. Selesatkan x* —2x — 4 < 0.

Penyelesaion. Dua penyelesaian dari x* — 2x — 4 = 0 adalah

x, =2/At16 ~/24+16=1_J§=—1,24

SELAVALEL) ‘/24+‘6=1+ 3324

Sehingga
L= (x—x )k —x) = (x = L+ 5k~ 1~ /)

Titik-titik pemecah 1 — /5 dan 1 + /5 membagi garis riil menjadi tiga selang (Gambar 5),
Bilamana kita mengujinya dengan titik-titik uji — 2, 0, dan 4, didapatkan bahwa himpunan
penyelesaian untuk x? — 2x — 4 < 0 adalsh [1 — /5,1 + /5], =

[N = I L]
1-vE 148

_I_E+H_q_u_.
-2 g 4 6

3
[1-vE1+vE]
GAMBAR 5§

Sambil lalu kita menyebutkan bahwa jika n gensp dan 2 = 0, maka lambang ﬁ
selalu menunjukkan akar taknegatif ke-n dari 4. Bilamana » ganjil, hanya terdapat satu
akar rill kes duri g, ditunjukkan oleh lambang \’/Z. Jadi W16 = 2,327 = 3, dmn

Y-8=-2

KUADRAT Beralih ke kuadrat, kita perhatikan bahwa

Ini berasal dari sifat |alib| = |ab).
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Apakah operasi pengkuadratun mempertahankan ketaksamaan? Secara umum, jawab-
nyu adalah tidak. Misalnya, ~3 < 2, tetapi (~3)* > 22. Sebaliknya, 2 <3 dan 2% <37,
Jika kitg bekerja dengan bilangan-bilangan taknegatif, maka a <b <« a* < b?. Salah
satu varian dari-bentuk ini adalah

Untuk bukti fakta ini, lihat Soal 29.

CONTOH 6. Selesaikan ketaksamaan |3x + 1] < 2|x — 6]

X ini lebih sukar di i i contoh
karena terdapat dua himpunan tanda nilai mutlak. Kita dapat bebas dari keduanya
dengan memakai hasil dalam kotak yang terakhir,

3% + 1} < 20x — 6]« [3x + 1] <|2x - 12}
= (3x+ 1) < (@2x — 12)?
< Ox? 4 6x+1  <4x?-48x + 144
<> 5x? +54x — 143 <0
= (5x—1D(x + 13)< 0

Titik-titik pemecah untuk ketaksamaan kuadrat ini adalah — 13 dan 3, titik-titik ini mem.
bagi garis riil menjadi tiga selang (— co,— 13) (—13, 44), dan (!, o). Bilamana kita memakai
titik-titik uji —14, 0, dan 3, kita hanya menemukan titik-titik di dalam (=13, %} ) yang me-
menuhi ketaksamaan tersebut,

SOAL-SOAL 1.4
Dalam Soal-soal 1-12, carilah himpunan Dalam Soalsoal 13-16, selesaikan ketak-

penyelesaian dari ketaksamaan yang dibe-  samaan kusdrat yang diberikan dengan
rikan (lihat Contoh 1 dan 2). menggunaken rumus kuadrat (iihat Contoh
).
Lix+1i<4 2 |x-2/<5 13.2x) —5x - 4<0
3|3 +4/<8 4 2% -71<3 14, 3% +x - 1>0
. 3x 15 41+ x =250
5 |5-2]<6 6 | ~+1/<4
3 5 16, x> +2x — 5 <0
T2x—T7|>3 8 I5x -6} > 1

Dalam Soal-soal 17-20, buktikan bahwa
x implikasi yang ditunjukkan adalah benar
9. Mx+2(z 10 10. 'i+7‘22 (lihat Contoh 3).

B0 -3 <05 = [5x-15/<25

1
f~3‘>6
x 18 Ix +21 <03 = [4x+8 <12

11.12+§‘>1 12
x
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19. IXA2\<£ - [6x-12[<¢

20. |x+4\<§ ~ |2x+8l<e

Dalam Soal-soal 21-24, carilah & (tergantung
pada ) sedemikian sehingga implikasi yang
diberikan adalah benar (lihat Contoh 4).

A Ix—Si<d = [3x—150<z
2. lx-2<é = 4x-8l<s
B Ix+6]<d = [6x+36l<r
M4 Ix+5]<d = [Sx+25<e

Palam Soaksoal 25-28, selesaikanlah ketak-
samaan-ketaksamaan tersebut (lihat Con-
toh 6).

25, |x - 21 <3lx + 7

2. 12x - Sl < |x + 4]

27 2(2% - 3] <lx + 10}

28, |3x - 11 < 2{x + 6|

29. Buktikan x| <[y < x?<)?

dengan mermberikan alasan untuk tap
langkah di bawah.

Ixi <yl = [xilx] <|xliyl|

=[x o<y
= X <y
dan {x|ly| < {xlln
Sebaliknya,
eyt = x? <P
= |xP - <0
= (Ixt=1{yDUx| + 1y} <0
= x| =1y <0
= x| <yl

30. Gunakanlah hasil Soal 29 untuk
membuktikan bahwa

O<a<hb = Ja< b
31. Gunakan ketaksamaan segitiga un-
tuk memperlihatkan tiap ketaksamaan ber-
ikut.
@ la— bl <lal + bl
(b) |a — b] 2 lai — |b]
©) ja+b+cl<lal +1b]+ |e|
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32. Gunakan ketaksamaan segitiga
dan fakta bahwa 0 < |al < |b]=1/Ib1<1/lal
untuk mengembangkan rangkaian ketak-
samaan berikut

33. Buktikan bahwa (lihat Soal 32).
x-2 ‘

x| +2
5

x* +

34, Buktikan bahwa
X+ +7
24l

35. Buktikan bahwa

Ixi<1

IxI<2 =

|<1s

= Xt AP e+l <2

36. Buktikan masing-masing yang ber-
ikut.
(a) x < x?untk x <0 atau x > 1
(b) x* < xuntuk 0<x <1

37. Buktikana #0 = a’ + ja® 2 2.
Petunjuk: Pandang (¢ — 1/0)?.

38. Bilangan } (¢ + b) dinamakan
rata-rata, atau nilai rata-rata aritmetis
antara @ dan b, Tunjukkanlah bahwa nilai
rata-rata aritmetis dari dua bilangan ada
di antara kedua bilangan itu, dengan
membuktikan bahwa

b
a<h - u<u—§7<b

39. Bilangan \/gb dinamakan nilai
rata-rata geometris dari dua bilangan po-
sitif @ dan b. Buktikan bahwa

O<a<b = a<Jab<b

40. Untuk dua bilangan positif a dan
b, buktikan bahwa vab < § (a + b). Ini
merupakan bentuk paling sederhana dari
ketaksamaan yang sangat dikenal dengan
nama: ketaksamaan nilai rata-rata geome-
tris — nilai rata- ritmetis.

41. Tunjukkan bahwa di antara
semua segi empat dengan keliling p, bujur
sangkar memiliki luas yang paling besar.
Pecunjuk: Bila ¢ dan b merupakan pan-
jang sisi-sisi suatu segi empat dengan ke-
liling p, maka laasnya ab, dan untuk
bujur sangkar luasnya adatah
a* = [(a + b)/2] Sekarang lihat Soal 40.

i 23
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1.5 Sistem Koordinat Persegi-panjang

Dua orang Perancis telah berjasa untuk Bagasan (entang sistem koordinat. Pierre de Fermat
adalah seorang yang Pada tahun 1629, ia menulis
sebuah makalah yang pada dasarnya menggunakan koordinat untuk memerikan titik-titik
dan kurva-kurva, René Descartes adalah seorang ahli filsafat yang berpikir bahwa mate-
matika dapat membuka kunci rahasia alam semesta. {a menerbitkan La Geometrie pada
tahun 1637. Buku itu sangat terkenal dan walaupun memang menekankan peranan aljabar
dalam memecahkan masalah-masalah geometrs, orang hanya menjumpai suatu petunjuk
tentang dinat di sana, siapa yang P i gagasan pertama Kali lebih
gamblang, Fermat sepantssnya memperoleh pengakuan yang utama. Sejarah dapat merupa
kan teman yang plin-plan: koordinat dikenal sebagai koordinat Cartesius, yang dinamakan
menurut nama Reneé Descartes.

v KOORDINAT CARTESIUS Dalam bidang, gambarkanlah

dua garis riil, satu mendatar dan lainnya tegak, sedemikian

r 2 I sehingga keduanya berpotongan pada titik-titik nol deri
. kedua gans tersebut. Dua garis itu dinamakan sumbu-sumbu

L1 [ koordi diberi label Odan disebut titk
i: T2 3 % asal Menuml perjanjian, garis yang mendatar dinamakan

sumbu x dan garis yang tegak dinamakan sumbu y. Sete-

Ji-g ngah bagian positif dari sumbu x adalah ke kanan; setengah
= r bagian positif dari sumbu y adalah ke atas. Sumbu-sumbu
koordinat membagi bidang menjadi empat daerah, disebut

kuadrankuadran, yang diberi label I, 11, I11, dan 1V, seperti

GAMBAR 1 diperlitatkan dalam Gambar 1.

Tiap titik P pada bidang sekarang dapat dinyatakan
dengan sepasang bilangan, yang dinamakan koordinat-koor-
dinat Cartesiusnya. Jika garis-garis mendatar dan tegak yang
melalui P masing-masing memotang sumbu x dan sumbu y
di a dan b maka P mempunyai koordinat (z,6) (lihat Gam-
bar 2). Kita sebut (g, b) suatu pasangan terurut bilangan-
bilangan karena akan berbeda jika urutannya dibalik.
Bilangan pertama a adalah koordinat x (atau absis); bilang-
an yang kedua b adalah koordiaat p (atau ordinat).

v
- (2, b}
2

GAMBAR 2

Sebaliknya, ambil sebarang pasangan terurut {g,b) bilangan-bilangan riil. Garis tegak
melalui ¢ pada sumbu x dan garis mendatar melalui b pada sumbu y bertemu di titik P,
yang koordinat-koordinatnya adalah (z,b).

Bayangkaniah dengan cara ini: Koordinat-koordinat suatu titik adalah atamat titik itu.
Jika anda telsh menemukan sebush rumah (atau sebuah titik), anda dapat membaca
sismatnya. Sebaliknya, jika anda mengetahui alamat sebuah rumah (atau sebuzh titik),
ai.da selalu dapat melokasikannya. Dalam Gambar 3, kita telah memperlihatkan koordinat-
koordinat beberapa titik.
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GAMBAR 3

RUMUS JARAK Dengan menggunakan

i kita dapat sebuah

c rumus sederhana untuk jarak antara dua titk

pada bidang. Ini didasarkan pada teorema

Pythagoras, yang mengatakan jika 4 dan b

metupakan ukuran dua kali suatu segitiga

siku-siku dan ¢ merupakan ukuran sisi miring-
nya (Gambar 4) maka

GAMBAR 4

v Sebaliknya, hubungan antara tiga sisi segitiga

Qlxz, vzt ini hanya berlaku untuk segitiga siku-siku.

Sekarang pandang dua titik 2 dan Q se-

barang, masing-masing dengan Koordinat-

koordinat (x;, y1) dan (xy, y2) Bersama de-

vz —¥a! ngan R — titik dengan koordinatkoordinat

(x3, ¥1) — P dan Q adalah titik-titlk sudut

sebuah segitiga siku-siku (Gambar 5). Panjang

PR dan RQ masing-masing |x, — x| dan

(¥2 — y1|. Bilamana teorema Pythagoras

i dan diambil akar kuadrat utama

x dari kedua ruas maka diperoleh ungkapan

berikut untuk d(P,0), jarak (takberarah)
GAMBAR § antars P dan Q.

1~ x|

Plxi,y) Rixa, v

ini disebut rumus jarak.
CONTOH 1. Carilah jarak antara

(@) P(~2,3) dan 04, - 1)
(b) P(/2,1/3) dan Q(n, m)

A
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Penyelemion
@AP, Q= /E— (D + (-1~ 3P =36+ 16 =52 =721
® dP,Q) = in ~ /2 + (v — /I~ /4971 ~ 223 u

Rumus tetap berlaku walaupun dua titik tersebut terlotak pada garis mendatar atau
garis tegak yang sama. Jadi, jarak antara P (—2.2) dan (6,2) adalah

“I-6F+2-2=./6a=8

4 PERSAMAAN LINGKARAN Dari rumus jarak ke per-
samaan suatu lingkaran hanyalah sbuah langkah kecil
vl Lingkaran adalah himpunan titik-titik yang terletak
pada suatu jarzk tetap (jarijari) darl suatu titik tetap (pu-
sat). Misalnys, pandang lingkaran dengan jarijari 3 berpusat
di (~1,2) (Gambar 6). Andaikan {x,y) menyatakan titik se-
barang pada lingkaran ini. Menurut rumus jarak,

JEFI T -2 =3

ST A

GAMBAR 6
Bilamana kedua ruas dikuadratkan, Kita peroleh
G+ +p-2"=9
yang disebut persamaan dari lingkaran ini.

Secara lebih umum, lingkaran berjarljari 7 dan pusat (h,k) mempunyai persamaan

Ini disebut persamaan bakw sebuash lingkaran.

CONTOH 2. Carilah persamaan lingkaran berjarijari 5 dan pusat (1, —5). Carijuga koor-
dinatkoordinst y dari dua titik pada lingkaran ini dengan koordinat x adalsh 2. °

yang dii adalah

-1+ +52=25

Untuk memenuhi tugas yang kedua, kita masukkan x = 2 dalam persamaan dan -
lesaikan untuk y.

Q-1+ +5=25

G+5:=24
y+5=2/%
y= -5+ 2= -5:2/6 [ ]
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Jika dua kuadrat pada persamaan dalam kotak diuraikan dan konstantanya digabung:
kan, persamaan akan berbentuk
X rax+y +by=c

Ini mengundang pertanyaan apakah setiap persamaan dari bentuk yang belakangan merupa-
kan persamaan suatu lingkaran. Jawabnya adalah ya (dengan suatu perkecualian yang jelas),
seperti yang terlihat dalam contoh berikut.

Dalam contoh ini, diperlukan untuk mel_engkapi kuadrat, suatu proses penting dalam
banyak hal. Untuk melengkapi kuadrat dari x* % ax, tambahkan (a/2)’. Sehingga

x? ~ 12x + 62 = (x — 6)*

2 1\? 1\*
244 2 - -
wtefae (i) = (x+3)

CONTOH 3. Buktikan bahwa persamaan
x2—2x4 p +6y=—6
merupakan sebuzh lingkaran, dan tentukanlah pusat serta jarijarinya.

Penyelesaian. Kita selesaikan kuadrat untuk ungkapan baik dalam x maupun y dengan
menambahkan bilangan yang sama pada kedua ruas persamaan.
= 2x )+ (P +6y )=-6
=2+ D+ P+ 6+ =-6+1+9
-+ +3 =4
Persamaan yang terakhir adalah dalam bentuk baku. [ni merupakan persamaan ling:
karan dengan pusat (1, -3) dan jarijari 2. Jika sebagai hasil proses ini, suatu bilangan

negatif muncul di ruas kanan, p tidak akan suatu kurve
apa pun. Jika muncul not, persamaan akan menggambarkan titik tunggal (1, —=3),

RUMUS TITIK TENGAH Ada dua titik P(x,, ¥, ) dan Q(x,, y2) di mana x, € x,, lihat

Gambar 7:
Xt - ) =x b i
s
v =ix +ix,
Qixg. ¥z} _xtx
2
Plryon)

Ini berarti bahwa titik (x; + x;)/2 berada di
tengah-tengah antara x, dan x, pada sumbu x,
dengan demikian titik tengah M dari potongan
garis PQ memiliki absis (x, +x)/2 dan dengan
carz yang sama dapat kita buktikan bahwa
(1 * »2)/2 adalah merupakan koordinat dari
GAMBAR 7 M. Maka kita peroleh hasil sebagai berikut:

A

|
|
|
|
I
1
i

o

T X
Tl o
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CONTOH 4. Tentukan persamaan lingkaran yang mempunyai potongan garis dari (1,3)

ke (7,11) sebagai garis tengahnya.

Penpelesaian. Pusat lingkaran terletak di tengah-tengah garis tengahnya sehingga titik
pusat mempunyai koordinat (1 + 7)/2 = 4 dan (3 + 11)/2 = 7. Panjang garis tengah, di-

peroleh dari rumus jarak sebagai berikut

[(7 1) +(al - 3] 2 = [36 + 64] ¥? = 10

berarti jari-jasi lingkaran itu adalah 5. Jadi persamaan lingkaran:

G-+ -7 =25 n

SOAL-SOAL 15

Dalam Soalsoal 1-6, rajghiah titik-titik
yang diberikan dalam bidang koordinat
dan kemudian carilah jarak antara titik-
titik tersebut.

1.(2,-1),(5.3) 2. (~2,1).(7,13)
3 (42,24 4. (15,063
5. (1,232 4,153), (7, /2)
6. (271: —342).(5,16:433)

7. Buktikanlah bahwa segitiga yang
titik-titik sudutnya adaiah (5,3), (-2,4),
dan (10,8) adalah samakaki.

8. Tunjukkanlah bahwa segitiga yang
titik-titik sudutnya adalah (2, --4), (4,0,
dan (8, —2) adalah siku-siku.

9. Titik-titik (3, —1) dan (3,3) ada-
iah titik-titik sudut suatu bujur sangkar.
Berikan tiga pasang titik-titic sudut lain
yang mungkin.

10. Carilah titik pada sumbu x- yang
berjarak sama dari (3,1) dan (6,4).

11. Tentukan jarak antara (—2,3)
dengan titik tengah potongan garis yang
digabungkan (—2, —2) dan (4,3).

12. Carilah panjang ruas garis yang
menghubungkan titik-titik tengah ruas-
russ AB dan CD, di mana A = (1,3),
B=(2.6),C=(4,7),dan D = (3,4).

Dalam Soal-soal 13-18, carilah perssmaan
lingkaran yang memenuhi persyaratan yang
diberikan.

13. Pusat (1, ~2), jarijari 6.
14. Pusat (3, 4), jari-jari 8.
15. Pusat (2, —1), melalui (5, 3).
16. Pusat (4, 3), melalui (6, 2).

17. Garis tengah AB, dengan A =
(~1.2)dan B = (38).

18. Pusat (3,4) dan menyinggung sum-
bu x.

19. Cari koordinat y dari dua titik
pada lingkaran dari Soal 13 dengan Koor-
dinat x adalah 3 (lihat Contoh 2).

20. Cari koordinat x dari dua titik
pada lingkaran dari Soal 14 dengan koor-
dinat y adalah 8.
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Dalam Soal-soal 21-26, cari pusat dan
jarijari lingkaran dengan persamaan yang
diberikan (liat Contoh 3).

21 X+ P 4 2x — 10y + 25

2. x1 42— 6y =16
2. xP 45— 12x+35=0

2. X% 4y - 10x + L0y =
25, 4x2 + 4y +4x =12y +1=0

.3 + 3 - 2x+ay =%

27. Titketitk (2,3), (6,3), (6, 1),
dan (2, -1) adalah sudut-sudut suatu
bujur sangkar. Carilah persamaan-persama-
an lingkaran dalam dan luar.

28. Sebuah tali secara ketat menge-
lilingi dua lingkaran dengan persamaan-
persamaan (x - 1)* + (y + 2)% = 16 dan
(x + 9 + ( - 10 = 16. Berapakah
panjang tali ini?

29. Kotakota di 4, B dan C merupa-
kan titik-titik sudut sebuah segitiga siku-
siku, dengan sudut siku-siku di titik sudut
B AB dan BC juga merupakan jalan,
masing-masing dengan panjang 214 dan
179 mil. Sebuah pesawat terbang dapat
menerbangi rute AC, yang bukan suatu
jalan. Biaya mengirim Suatu barang ter-
tentu dengan truk $3,71 tiap mil dan
dengan pesawat terbang $4,82 tiap mil
Putuskan apakah lebih murah mengirim
barang tersebut dari 4 ke C dengan truk
atau pesawat terbang dan cari biaya total
memakai metode yang lebih murah,

[€] 30. Kota B berjarak 10 mil ke arah
hilir dari kota A dan berseberangan dari
sungai yang lebarnya % mil. Mary Crane
akan lari dari kota 4 sepanjang sungai
sjauh 6 mil, kemudien berenang secara
diagonal ke kota B. Jika ia lari dengan ke-
cepatan 8 milfjam dan berenang dengan
kevepatan 3 milfjam, berapa lama waktu
yang ditempuhnya dari kota 4 ke kota B?
Anggap laju arus dapat dizbatkan.

31. Buktikan bahwa titik tengah sisi
miring  scbarang  segitiga siku-siku ber-
jarak sama dari ketiga titik-titik sudutnya.

32. Cari persamaan lingkaran yang
melingkupi sogitiga siku-siku yang titik-
titik  sudutnya adalah (0,0), (8,0), dan
©0.6).
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33. Perlihatkan bahwa dua lingkaran
x4+ 2 _4x —2y —H 0 dan
x4+ — 12y + 72=0 tidak
berpotongan. Pefunjuk: Cari jarak antara
pusat-pusatnya,

34. Bagaimanaksh hubungan antara
a, b dan ¢ yang harus dipenuhi bila
a® + ax + p* + by + ¢ = 0 merupakan
persamaan lingkaran?

€ 35. Tentukan panjung dari tali ber-
siang pada Gambar 8 yang dipasang
erat di sekeliling lingkaran (xv-2)° +
(-2 = 9 dan (x—10)* + (»—8) = 9.
Catatan: Diperlukan sedikit pengertian tri-
gonometri untuk menyelesaikan soal ini.

) >

‘GAMBAR 8

36. Tunjukkan bahwa himpunan
titik-titik yang jaraknya ke (3,4) dua kali
lebih besar dari jarak ke (1,1) membentuk
suatu lingkaran. Tentukan pusat dan jari-
jari lingkaran tersebut.

37. Teotema Pythagoras menyebut-
kan bahwa luas 4, 8 dan C dari segi
empat-segi empat pada Gambar 9 meme-
nuhi A + B = C. Tunjukkan bahwa sete-
ngah lingkaran dan segitiga sama sisi juga
memenuhi persamaan tersebut.

& ¢

‘GAMBAR 9

38. Diketahui sebuah lingkaran €
dan sebuah titik P yang berada di luar
lingkaran tersebut. Apabila potongan
garis PT menyinggung C di T dan ada
garis lain yang melalui £ dan pusat C me-
motong C pada M dan N. Tunjukkan
bahwa (PM)(PN) = (PT)2.
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1.6 Garis Lurus
Dalam banyak hal garis lurus adalah yang paling sederhana dari semua kurva. Dianggap
bahwa semua pembaca memahami dengan baik mengenai konsep ini dengan melihat pada
sebuah tali tegang atau mengamati sepanjang sisi sebuah penggaris. Dalam banyak kasus,
marilah kita sepakati bahwa dua titik — misalnya,
A(32) dan B(8,4) yang diperlihatkan dalam
Gambar 1 — menentukan sebuah garis unik yang
melalui mereka. Dan mulaj saat ini, kita gunakan
kata garis sebagai kata lain untuk garis hirus.
Sebuah garis adalah sebuah abyek geometsi.
Bila ditempatkan pada suatu koordinat bidang,
garis ini tentulah mempunyai persamaan, sebagai-
mana halnya lingkaran. Bagaimana kita mencari
persamaan suatu garis? Untuk menjawabnya, kita
memerlukan pengertian yang mendasar tentang ke-
misingan®.

KEMIRINGAN GARIS Pandang garis dalam
Gambar 1. Dari titik 4 ke titik B, terdapat svatu
Kenaikan (perubahan tegak) 2 satuan dan suatu
run (perubahan mendatar) § satuan. Dikatakan
bahwa garis itu mempunyai tanjakan-2. Umumnya
(Gambar 2) untuk sebuah garis melalui A(x,, y,)
dan B(x;, y;), dengan x, # x,, kemiringan m
dari garis itu didefinisikan oleh

GAMBAR 1

o Realkay s o0y
T run X5 %,

Anda tentu segera bertanya. Sebuah garis
mempunyai banyak titik. Apakah nilai yang
diperoleh untuk kemiringan tergantung kepada
pasangan mana yang dipakai untuk 4 dan 8?7
Segitiga-segitiga "sebangun dalam Gambar 3
memperlihatkan bahwa

Ya- ¥ _Vi—h
Xy =Xy X3- X

Blxz, ¥2),

Jadi, titik-titk A’ dan B’ akan memenuhi se-
bagaimana halnya 4 dan B. Tidak menjadi ma-
salah apakah A terletak di kiri atau di kanan
B, karena

GAMBAR 3

Ny _ vy
X; = Xz X2 =Xy

*)Di sini kemiringan menerjemahkan pengertian “slope”; para penulis lain menggunakan "tanjakan”,
“lereng”.
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Yang pokok adalah bahwa koordinat-koordinat dikurangkan dalam urutan sama di pem-

bilang dan penyebut.

Kemiringan m adalah ukuran kecuraman suatu garis, seperti digambarkan pada Gam-
bar 4. Perhatikan bahwa garis mendatar mempunyai kemiringan nol, garis yang naik ke
kanan mempunyai kemiringan positif, dan garis yang jatuh ke kanan mempunyai kemiring-
an negatif. Semakin besar kemiringannya, semakin curam garis tersebut. Konsep kemiring:
an untuk garis tegak tidak mempunyai arti, karena akan menyangkut pembagian oleh nol.
Karenanya, kemiringan untuk garis tegak dibiarkan tak terdefinisi.

BENTUK KEMIRINGAN-TITIK Pandang lagi garis pada awal pembicaraan kita; ini di-
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gambar-ulang dalam Gambar 5. Kita ketahui bahwa garis ini:

1. melalui (3, 2);

2. mempunyai kemiringan .

4
{0, 7}
[
5
o 14,4 2es
s \21
2.3
2 @2 61
L L /A L1 1)
-3 -2 0//2Y N 7 B 9

Garis-garis dengan aneka kemiringan

‘GAMBAR 4

Ambillah sebarang titik pada garis itu, misalnya titik dengan koordinat (x, y). Jika kita gu-
nakan titik ini dan titik-titik (3, 2) untuk i

% - yaitu,

GAMBAR §

y
x

kita pasti

-2
=3

[PANNY
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atau, setelah dikalikan denganx — 3,
y=2=¥x-3)
Perhatikan bahwa persamaan yang terakhir ini dipenuhi oleh semua titik pada gatis, bahkan
oleh (3, 2). Lebih lanjut, tak satu pun titik yang tidak terletak pada garis tersebut dapat
memenuhj persamaan ini,
Apa yang baru saja dilakukan dalam contoh kita, tentunya dapat dilakukan secara

umum, Garis yang melslui titik (tetap) (¥, »,) dengan kemiringan m mempunyai persa-
maan

[ni disebut bentuk kemiringan-titik dari persamaan sebuah garis.
Pandang sekali lagi garis dari contoh kita. Garis itu melalui (8,4) seperti halnya (3 .2).

Jika dipakai (8,4) sebagai (x,, y, ) Kita peroleh persamaan

yod=dx-9
yang kelibatannya berbeda dari
y-2=¥x-13)
Namun, keduanya dapat disederhanakan menjadi Sy — 2x = 4; keduanya sama.

CONTOH 1. Cari persamaan garis yang melalui (~4,2) dan (6,~1).

Penyelesaian. Kemiringan m adalah (—1 —2)/(6 + 4)= — ;. Sehingga, dengan mengguna-
kan (—4,2) sebagai titik tetap, kita dapatkan persamaan

y—2=—FMx+4) | |

BENTUK KEMIRINGAN PERPOTONGAN.
Persamaan suatu garis dapat dinyatakan dalam
bermacam-macam bentuk. Andaikan diberikan
kemiringan m untuk suatu garis dan b perpo-
tongan sumbu y (artinya), garis memotong
sumbu y di (0, b)), seperti diperlthatkan dalam
Gambar 6. Dengan memilih (0, b) sebagai (x1,;)
dan menerapkan bentuk kemiringan-titik diper-
GAMBAR 6 oleh

Kemiringan m

y—b=mx-0)
yang dapat ditulis-ukuran sebagai

Yang belakangan ini discbut bentuk kemiringan perpotongan.

Apa menariknya hal ini, tanya anda? Setiap kali melihat persamaan yang dituliskan
seperti ini, kita mengenalinya sebagai garis dan dengan segesa dapat mengetahui kemiring-
an dan perpotongan y-nya, Misalnya, lihat persamaan

3x -2y+4=0
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Jika diselesaikan untuk y, diperoleh
y=3x+2

Ini adalah persamaan garis dengan kemiringan  dan perpotongan-—y 2.

PERSAMAAN GARIS VERTIKAL Garis-garis
vertikal tidak sesuai dalam pembuhasan di atas;
garis seperti ini tidak mempunyai kemiringan.
Tetapi tetap mempunyai persamuan, yuang su-
ngat sederhana, Garis dalam Gambar 7 mem-
punyai persamaan x = 3, karena sebuah titik
berada pada gasis jika dan hanya jika meme-
nuhi persamaan ini. Persamaan sebarang garis
tegak dapat dilukiskan dalam bentuk

GAMBAR 7

di mana k adalah suatu konstanta. Patut dicatat bahwa persamaan suatu garis vertikal da-
pat dituliskan dalam bentuk y =k,

BENTUK Ax +By + C=0 Akan sangat menarik untuk mempunyai suatu bentuk yang
meliput semua garis, termasuk garis-garis tegak. Ambillah misalnya,

) y-2=-4x+2

) y=5¢-13

3) x=5

Ini dapat ditulis-ulang {dengan indahkan ke ruas kiri) sebagaj berikut:
[4)) dx+y+6=0

@ ~Sxty+3=0

3) x+0p—-5=0

Semuanya berbentuk

0, Adus Bhoiuanye i |

yang disebut persamaan linear umum. Hanya memerlukan pemikiran sekejap untuk melihat
bahwa persamaan sebarang garis dapat dibuat dalam bentuk ini. Sebaliknya, grafik persama-
an garis umum selalu berupa sebuah gasis (lihat Soal 43). .

GARIS-GARIS SEJAJAR Jika dua garis mempunyai kemiringan sama,maka keduanya
sejajar. Jadi, y = 2x +2 dany = 2x + 5 merupakan garis-garis sejajar; keduanya mempunyai
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kemiringan 2.Garls yang kedua adalah 3 satuan di atas'yang pertama untuk setiap nilai x
(tihat Gambar 8).

Demikian pula, garis-garis dengan persama-
an ~2x + 3y + 12 = 0 dan 4x — 6y = 5 adalah
sejajar. Untuk melthat ini, selesaikan persama-
an-persamain ini untuk y (yaity, cari beatuk
kemiringan-perpotonyan); anda peroteh masing.
masing: y = x -4 dany = Keduanya
mempuny:i kemmng..m 3; garis-gatis ini sejajar.

Kita boleh meringkaskan dengan menyata-
kan bahwa dua garis tak-vertikal adalah sejajar
jika dan hanyy jike keduanya mempunyai ke-
miringan yang sama.

GAMBAR 8

CONTOH 2. Carilah persamaan garis yang melalui (6,8), yang sejajar dengan garis yang
mempunyai persamaan 3x — 5y = 11.

Penyelesaian, Bilamana kita selesaikan 3x — 5y = 11 untuk y, kita peroleh
y=ix -4

dari mana terbaca kemiringan garis adalah % Persamaan garis yang diinginkan adalah

y-8=%x-6)

atau, sama dengan 3x — 5y +22=0. . |}

GARIS-GARIS TEGAKLURUS Apakah terdapat p: yang
yang mencirikan gansfgans yang tegaklurus? Ya; dua garis tak-vertikal saling. mga[clurus
jika dan hanya jika kemiring saling negarif. Untuk melihat me-
ngapa ini benar, pandang dua garis tak-vertikal
Iy dan ;. Tanpa mengurangi generslitas, kita
daput menganggapnya berpotongan di titik asal
Karena jika tidak demikian, kita dapat mengge-
semya sedemikian rupa sehingga tidak mengu-
buh kemisingannya. Andaikan Py (x,, y,) suatu
uuk pada §y dan Py €x5, p2) titik puda /y, se-
B x  perti dipertihatkan datam Gambar 9. Menurut
Teorema Pythagoras dan kebalikunnya (Pasal
1.5) P, OP; merupakan sudut siku-siku jika
dan hanya jika

[d(Py. O)F? + [d(P;, O)]* = [d(Py, P}

GAMBAR 9

yakni, jika dan hanya jika

G 2D+ 40D = O - ) £ G
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Setelah ian dan peny ini menjadi 22, x; + 29, p; =0, atau

B X

Xy Y2

Sekarang y/x; adalah kemiringan dari /;, sedangkan y,/x, adalah kemiringan dari f,.
Sehingga P, OF; adalah sudut siku-siku jika dan hanya jika kemiringan-kemiringan dua
garis tersebut berbanding terbalik satu sama lain.

Garisgaris y = 3x dan y = —%$x saling tegaklurus. Demikian juga2x — 3y = §
dan 3x + 2y = —4, karena setelah menyelesaikan persamnaan-persamaan ini untuk y, terhihat
bahwa garis yang pertama mempunyai kemiringan £ dan yang kedua mempunyal ke-
miringan ~§.

CONTOH 3. Carilah persamaan garis yang melalui titik potong garis-garis dengan persama-
an 3x +4y =8 dan 6x — 10y = 7, yang tegak lurus dengan garis yang pertama.

Penyelesaian. Untuk mencari titk potong dua garis ini, persamaan yang pertama dikalikan

—2 dan hasilnya ditambahkan pada persamaan yang kedua,
—6x — By = —16
6x —10y= 7

Dengan mensubstitusi ¥y = % dalam salah satu persamaan awal akan menghasilkan
x = 2. Titik potongnya adalah (2, 3).

Bilamana persamaan yang pertama diselesaikan untuk y (membuatnya dalam ben-
tuk kemiringan-perpotongan), diperoleh y = —3x + 2. Garis yang tegaklurus pa-
danya mempunyai kemiringan 3. Persamaan garis yang diminta adalah

y-1=4x-2 n

SOAL-SOAL 1.6

Dalam Soal-soal 1-8, cari kemiringan dari 7. (= 1,732; 5,014) dan (4,315, 6,175)
garis yang mengandung dua titik yang di

berikan 8 (r, /3) dan(1,642, '2)
1: (2.3)dan (4, 8)
2. (4.1) dangs, ) Dalam Soal-soal 9-16, carj sebuah persama-

) an untuk tiap garis. Kemudian tuliskan
3. (~4.2) dan(3,0) jawab anda dalam bentuk Ax + By + C = 0.
4. (2, —4)dan(, —6) 9. Melalui (2,3) dengan kemiringan
4

5. (3,0) dan(®. 5) -
10. Melalui (3, ~4) dengan kemising-
an -2,

6. (—6,0)dan (0,6)
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11. Dengan perpotongan-y 4 dan ke-
miringan —2.

12, Dengan perpotongany S dan ke-
miringan ~2.

13. Melalui (2,3) dan (48).

. Melajui (4,1) dan (8,2).

15. Melalui (2,—3)dan (2.5).

16. Melalui (~5,0) dan (=5 ,4).

Y

o

Dalem Soaksoal 17-20, carilah kemiringan
dan perpotongan-y untuk tiap garis.

17 3y =2x—4
18. 2y = 5x +2
19. 2+ 3y =6

2. 4x 4 5y = -20

21. Tuliskan persamaan garis melalui

(3, =3) yang:

(a) sejajar garis ¥ = 2x + 5,

(b) tegaklurus garis ¥ = 2x + 5;

(¢) sejajar garis 2X + 3y = 6;

(d) tegaklurus garis 2x + 3y = 6;

(e) sejajar garis yang melalui {~1,2) dan
3,-1)%

() sejajar garis x = §;

(g} tegak lurus garis X = 8.

22. Cori nilai k untuk mana garis
4x tky =5:

(2) melalui titik (2,13,

(b) sejajar sumbu y;

(c) sejajar garis 6x — 9y = 10;

(d) mempunyai perpotongan—x dan y sa-

a;

{e) tegaklurus pada garisy — 2 =2(x + ).

23. Tuliskan persamaan garis yang me-
lalui (0—4) yang tegaklurus pada garis
y+2=-d - 1)

24. Cari nilai k sedemikian sehingga
gariskx — 3y = 10:
(a) sejajar garis v = 2x + 4
(b} tegaklurus garisy = 2x + 4;
(c) tegaklurus garis 2x + 3y = 6.

25 sApakah (3,9) lerletak di atas atau
di bawah garisy = 3x —

26, Buktkan bahwa persamasn garis
dengani perpotongan-x adalah @ # O dan
perpotongan- yadalah b # 0 adatah

« oy
=1
2t
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Dalam soal-soal 27-30, cari koordinat-
koordinat titik potongnya. Kemudian tulis-
kan persamaan paris yang melalui titik
tersebut tegaklurus pada garis yang ditulis-
kan pertama (lihat Contoh 3).

2T x4+ 3y=4
~3x+ y=S5

0. 5x-2p=5
2x+3y=6

Dapat diperlihatkan bahwa jarak d dari
titik (x;.»1) ke garis 4x + By + C =0
adalah

Gunakan hasil ini untuk mencarijarak dari
titik yang diberikan ke garis yang diberikan

3L (=3,2) 3x+4dy=6
3.4 -0 2x-2y+4=0
3B (=2 -1; Sy=1t2x+1

M 3 -1 y=2x—5

Dalam Soal 35 dan 36, cari jarak (tegak-
lurus) antara garis-garis sejajar yang diberi-
Kan. Perunjuk: Pertama cari sebuah titk
pada salah satu garis.

35 3x+4y=63x+4y=12
36. 5x + 12y =2,5x+ 12y =7

37. Sebuah bulldozer bernilai $120.000
dan setiap tahun mengalami depresiasi se-
besar 8% dari nilai awalaya. Cari scbuah
rumus untuk ¥, yaitu nilai bulldozer se-
telah ¢ tahun,

38, Grafik dari jawaban untuk Soal 37
berupa sebuah garis lurus. Berapa kemiring:
annya, dengan anggapan sumbu # hori
sontal? Tafsickan kemiringan tersebut.
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39. Pengalaman menunjukkan bahwa
produksi telur di daerah R tumbuh secara
linear. Pada tahun 1960 scbanyak 700.000
peti, dan pade tahun 1970 sebanyak
820.000 peti. Tuliskan rumus untuk A,
vaitu banyaknya peti telur yang diproduksi
# tahun setelah 1960 dan gunakan rumus
tersebut untuk meramalkan produksi telur
pada tahun 2000.

40. Sebuah peralatan yang dibeli hari
ini seharga $80.000 akan mengalami de-
presiasi secara linear sampai suatu nilai
sebagai besi tua scharga $2000 setelah 20
tahun. Tulisken rumus untuk ¥, yaitu
nilainya setelah n tahun.

41. Andaikan bahwa laba P yang dire-
alisasikan suatu perusahasn dalam menjual
x butir suatu mata dagangan tertentu di-
berikan oleh P = 450x - 2000 dolar.
(2) Berapa nilai 2 bilamana x = 0. Apa
artinya ini?

(b) Cari kemiringan dari grafik persamaan
di atas. Kemiringan ini dinamakan keun-
tungan merjinal. Apa tafsiran ekonominya?

42, Biaya C untuk menghasilkan x bu-
tir suatu mata dagangan tertentu diberikan
oleh C = 0,75x + 200 dolar. Tanjakan gra-
fiknya dinamakan biaya marjinal. Cari tari-
jakan itu dan berikan tafsiran ckonominya

43, Buktikan bahwa grafik deri Ax +
Hy + C = 0 selalu berupa sebuah garis (asal-
kan A dan B keduanya tak 0). Petunjuk:
Pandang dua kasus; (1) B = 0 dan (2)
B#0

44. Cari persamaan garis yang melalui
(2,3) yang mempunyai perpotongan-x dan
» sama. Perunjuk: Gunakan Soal 26.

45, Perlihatkan bahwa untuk tiap nilai
k, persamaan

2x—y+ 4+ kix +3y~6)=0
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menyatakan sebuah garis yang melaluj
perpotongan dua garis 2x — y + 4 = 0 dan
x 4 3y — 6= 0. Petunjuk: Tidak periu men-
cari titik potong (xo. ¥o)

46, Cari persamaan garis yang mem-
bagi. dua ruas garis dari (-2,1) ke (4,-7)
dan yang bersudut sku-siku terhadap ruas
garis ini

47. Pusat lingkaran luar suatu segitiga
terletak pada garis pembagi dua tegaklusus
dari sisi-sisi. Gunakan kenyataan ini untuk
mencari pusat lingkaran luar dari segitiga
yang titik-titk suduinya adalah (0,4),
2,0). dan (4,6).

48. Andaikata (¢, b) terletak pada
tingkaran x? + y* = . Tunjukkan bahwa
garis ax + by = r* menyinggung lingkaran
pada (a, b).

49. Tentukan persamaan-persamaan
dari dua garis singgung terhadap lingkaran
x? + y* = 36 yang melalui (12,0). Petun-
Juk: Lihat Soal 48,

50. Nyatakanlah jarak tegaklurus an-
tara garis-garis sefajar y = mx + & dan
¥ = mx dalem bentuk m, b dan B. Petun-
juk: Jarak yang diperlukan adalah sama
dengan jarak antara ¥ = mx dengan
y=mx+B8-b

51. Tunjukkan bahwa garis yang me-
lalui titik tengah dari dua sisi suatu segi-
tiga, sejajar dengan sisi ke tiga. Petunfuk:
Anda dapat memisalkan segitiganya mem-
punyai titik-titik sudut (0,0), (a, 0) dan
(4, c).

52. Tunjukkan bahwa potongan
garis yang menghubungkan titik tengah
dari sisi-sisi yang berseberangan dari suatu
segi empat membentuk suatu empat per-
segi panjang.

1.7 Grafik Persamaan

Penggunaan koordinat untuk titik-titik pada bidang memungkinkan kita untuk memerikan
suatu kurva (obyek geometri) dengan memakai suatu persamaan (obyek aljabar). Kita me-
lihat bagaimana ini dilakukan untuk lingkaran-lingkaran dan garis-garis dalam pasal sebe-

lumnya. Sekarang kita ingin

proses yaitu suatu
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persamuan Grafik suatu persamaan dalam x dan y terdiri atas titik-titik di bidang yang
i (x.y)}nya h ~ artinya, suatu per-

samaan yang benar.

PROSEDUR PENGGAMBARAN GRAFIK  Untuk menggambar suatu persamaan -- misal-
nya, y = 2x* — x + 19 —Kita ikuti prosedur sederhana tiga langkah:

Langkah ! Dapatkan koordinat-koordinat beberapa titik yang memenuhi persamaan.

Langkah 2 Rajah titik-titik tersebut di bidang.

Langkaeh 3 Hubungkan titik-titik tersebut dengan sebuah kurva mulus.

Cara terbaik untuk melakukan Langkah 1 adalah membuat sebuah tabel nilai-nilai. Be-
rikan nilai-nilai pada salah satu variabel, seperti misalnya x, dan tentukan niai-nitai yung
berpadanan dari lainnya, dengan mendaftarkan hasil-hasil yang tersusan tlalam tabel.

CONTOH 1| Gambar grafik persamaan y = x? — 3.
Penyelesaian. Prosedur tiga langkah diperlihatkan dalam Gambar 1.

Y 34
i . [ }l
yories s sl 4
- - 4
x 14
3 e - -3
3] e ;
2} : .
—24 1 \
-1 -2 1
o|-3 Bz X R\ x
1|2 -t
2 i
3{ e
L [
Langkeh 1 Langksh 2 Langkah 3
Buat sebush dafter Rajah titik-titik itu Hubungkan titik-titik
nilai itu dangan sebush kurva
mulus
GAMBAR 1 [ ]

Tentu saja anda memerlukan akal sehat dan bahkan sedikit keyakinan, Pada waktu
anda menghubungkan titik-titik yang telah anda rajah dengan sebuah kurva mulus, anda
i bahwa kurva manis diantara titik-titik yang beruntun, yang
nterupakan keyakinan, Itulah sebabnya kenapa anda harus merajah titik-titik secukupnya
sehingga garis bentuk kurva kelihatan amat jelas; makin banyak titik yang anda rajah, ma-
kin sedikit keyakinan yang anda perlukan. Selain itu, anda juga harus mengenali bahwa
jarang sekali dapat memperagakan keseluruhan kurva, Dalam contoh Kita, kurva mempunyai
lengan panjang tak terhingga, membuka dengan semakin lebar. Tetapi grafik kita sudah
mempeslihatkan segi-seginya yang perlu. Inilah tujuan kita dalam penggambaran grafik:
Perlihatkan grafik secukupnya schingga segi-seginya yang perlu dapat terlihat.

KESIMETRIAN GRAFIK  Kita dapat kerja dan juga kan grafik
yang lebih tepat jika kita dapat mengenali simetri tertentu dari grafik terscbut dengan me-
meriksa persamaan yang berpadanan. Lihat grafik y = x* — 3, yang digambar di atas dan
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digambar tagi dalam Gambar 2. Jika bidang
koordinat dilipat sepanjang sumbu y, ke-
dua cabang akan berimpit. Misalnya, (3, 6)
akan berimpit dengan (—3,6), (2,1) akan
berimpit dengan (—2,1) dan secara lebih
umum, (x, ») akan berimpit dengan
(~x,y). Secara aljabar ini berpadanan
dengan kenyataan bahwa penggantian x
oleh -x dalam persamaan y = x?— 3
menghasilkan persamaan yang setara.

GAMBAR 2 Ambil sebarang grafik. Grafik itu si-
metris terhadap sumbu ¥ bila (x, ¥) mau-
pun (-x, ») terletak pada grafik itu
(Gambar 2), Serupa dengan itu, maka
grafik dikatakan simetris terhadap sumbu
! ¥ bila (x, y) maupun (x, —y) berada pada

‘ ! grafik itu (Gambar 3). Demikian pula,
T ] . suatu grafik dikatakan simetris terhadap

! titik asal bila baik (x, ¥) maupun (—x, —»)

terletak pada grafik itu (lihat Contoh 2).

GAMBAR 3

Dalam bentuk persamaan-persamaan, kita memiliki tiga pengujian sederhana.

CONTOH 2. Sketsakan grafik dari 'y = x>

, Penyelessian. Seperti ditunjukkan di atas, kita catat bahwa grafik akan simetri terhadap
titik asal. Sehingga kita hanya perlu memperoleh tabel nilai untuk x yang taknegatif;
kita dapat mencari titik yang sebanding melalui simetri (Gambar 4). | |

Dalam menggambar grafik ¥ =x?, kita memakai skala yang lebih kecil pada sumbu
» daripada sumbu x. Ini memungkinkan untuk memperlihatkan porsi grafikk yang lebih
besar (juga mengubah bentuk grafik dengan mempergemuknya). Kami sarankan agar se-
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¥ x?
x Y
0 o
1 1
2 8
3 27
4 64
Simetri terhadap titik asal
‘GAMBAR 4

belum meletakkan skala pada kedua sumbu, anda seharusnya memeriksa tabel nilai anda.
Pilih skala-skala sedemikian sehingga semua atau hampir semua titik-titik anda dapat di-
rajah dan tetap mempertahankan grafik anda berukuran wajar.

PERPOTONGAN  Titik-titik di mana grafik suatu persamaan memotong kedua sumbu
koordinat memainkan peranan penting dalam banyak hal. Misalnya, pandang

p=x =2 =5x+6=(x+2(x — x—3)

Perhatikan bahwa p = 0 bilamana x = — 2, I, 3. Bilangan-bilangan -2, 1, dan 3 discbut
perpotongan —x Serupa, x = 0 bilamana y = 6, sehingga 6 disebut perpotongan —y

CONTOH 3. Sketsakan grafik dari ¥ — x +y — 6 = 0, dengan memperlihatkan semua
perpotongan secara jelas.

Penyelesgian.  Dengan meletakkan p = 0 dalam persamaan yang diberikan, diperoleh

x = -6, sehingga perpotongan—x adalah — 6. Dengan meletakkan x = 0 dalam persamaan,

diperoleh p? +y — 6 = 0, atau (v + 3) (¢ — 2) = 0; perpotongan— y adalah— 3 dan 2.

Pemeriksaan kesimetrian menunjukkan bahwa grafik tidak mempunyai salah satu dari tiga

tipe simetri yang dibahas sebelumnya. Grafik diperagakan dalam Gambar 5. n

y:ox+y-6=0

GAMBAR §
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PERSAMAAN UMUM KUADRAT DAN KUBIK Oleh karena persamsan persamaan kua-
drat dan kubik akan sering dif sebagai toh-contoh dalam jaan selanjut-
nya, pada Gambar 6 berikut kami tampilkan beberapa contoh grafiknya.

GRAFIK-GRAFIK DASAR KUADRAT DAN KUBIK

R R YA
\

) Y y=ax’+bx+c y=ax’+bx+c
y=x y=—x a>0 a<0
y y v 14

~J _&,AT,

y=—x? y=ax*+bx’tex+d y=ax®+bx’tox+d
a>0 a<0

' o

x=y* y=vx x =y atauy =¥x

‘GAMBAR 6

Grafik-grafik persamaan kuadrat bentuknya seperti mangkok dan dinamakan parabol.
Bila persamaannya berbentuk y = ax? + bx + ¢ atau x = ay* + by + ¢ dengana #0,
grafiknya akan selalu berupa parabol. Pada persamaan pertama, grafik membuka ke atas
atau ke bawah sesuai dengan ¢ > 0 atau 2 <0. Pada persamaan kedua, grafik membuka ke
kanan atau ke kiri sesuai dengan @ > O atau ¢ < 0. Perlu dicatat bahwa persamaan dalam
Contoh 3 dapat diambil dalam bentukx = y* + y — 6.

PERPOTUNGAN ANTAR GRAFIK Adakalanya kita perlu mengetahui titik-titik potong
antara dua grafik. Titik-titik ini d leh dengan hkan kedua graﬁk
tersebut secara bersamaan.
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CONTOH 4. Cari titik-titik perpotongan garisy =—2x+ 2 dan parabol y = 2¢? —4x —2
dan sketsakan kedua grafik tersebut pada bidang koordinat yang sama.

ian. Kita harus ikan dua itu secara serentek. Ini mudah di-
lakukan dengan i untuk y dani pertama ke dalam per-

samaan kedua dan i ikan p yang dihasil untuk x.
i 2=k -2
0=2x*-2x—4
0=2x—-x+1
x=-1 x=2

Melalui substitusi, kita temukan nilai-nilai y» yang berpadanan adalah 4 dan —2; karena
itu titik-titik perpotongan adalah (~1,4) dan (2,~2).

Dus grafik tersebut diperlihatkan dalam Gambar 7.

y=2xt —4x—2

=14 -

y=2x+2
GAM]
BAR 7 =

SOAL-SOAL 1.7
Dalam Soslsoal 1-18, gamberlsh sketsa 9 y=x*~3x 10 p=x41
grafik dari persamaan yang diberikan, Mu- K
lai dengan memeriksa simetri dan yakinkan y= 12y ==X
untuk mencari semua perpotongan-x dan y, x*+1 EZEY

Ly=-x+4 2x=-y2+4 B.x-y =0 14 x*+)y=16

3P+ =0 dy=23-x IS,y = (x — D(x + Dx + 3)

534y =36 6 (x-22+y =4 16. y = x(x ~ 3)(x - 5)

T A2+ =36 8 16x2 4y = 16 Ty=xx-2 18 |x|+Iyl=4
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Dalam Soal-soal 19-26, gambarlah sketsa
grafik dari kedua persamaan pada bidang
koordinat yang sama. Yakinkan untuk
mencari titik* potong antara dua grafik
tersebut (lihat Contoh 4). Andz akan
memerlukan rumus kuadrat dalam Soal
23-26.

19 y=—x+1
y=x2+2x+1
0. y=~-x+4

y=—x 4+ +4
My=-2x+1

—xt-x+3
~3x+15

x2 — 3x + 12
B.y=15x+32
y=x—29x

. y=2lx— 64
y=—12x +43
25 y=4x+3
X +y=4
@ 26 y-3x=
X2+ yr=15

27. Cariish jarak antara dua titik
pada grafik y = 3x* — 2x+1 dengan
koordinatkoordinat—x adalah —1 dan I.

28. Carilah jarak antara titik-titik
pada kurva y = 3x® — 2x + 1 yang ber-
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padanan terhadap x = | dan x = m, teliti
sampai empat posisi desimal,

29. Tentukan kesimetrian dan sketsa-
kan grafik y=2%+2"%

30. Tentukan kesimetrian dan sketsa-
Kan grafik y = 2% - 27%

@ 31. Sketsakan grafik ¥ = (1 +x*7)x
untuk 0 < x < 16 dengan membuat sebuah
tabel nilai-nilai yang ekstensif. Pefunjuk:
Hati-hati dekat x = 0.

32. Tuliskan kembali persamaan dari
Soal 31 sebagai ¥ = Ijx + /x.  Sekarang
sketsakan grafiknya dengan secara ter-
pisah menggambarkan grafik y = 1/x dan

I N .
y= /x pada bidang koordinat yang
sama dan kemudian menambahkan ordinat-
ordinat (koordinat-y).

33. Informasi apakah yang dapat di-
ambil mengenai grafik y = ax* + bx + ¢
dari diskriminan d = 5% — dac? Petunjuk:
Gunakan rumus kuadrat dan ambil tiga
keadaan d > 0,d = 0 dand <0,

34. Gunakan proses penggambaran
persamaan kuadrat untuk menunjukkan
bahwa titik puncak (titik maksimum atau
titik minimum) dari suatu parabola
y=ax® + bx + ¢ mempunyai absis —b/2a.
Tentukan pula koordinat y-nya.

1.8 Soal-soal Ulangan Bab

KUIS BENAR-SALAH

Jawdblah dengan benar atau salah masing-masing pernyataan berikut. Bersiaplah untuk i
mempertahankan jawaban anda. !
. Sebarang bilangan yang dapat dituliskan sebagai suatu pecahan piy adalah rasional.

. Relisih dua bilangan tasional adalah rasional. '
> Selisih dua bilangan takrasional adalah takrasional.

Di antara dua bilangan takrasional yang berlainan selalu terdapat suatu bilangan tak-

rasional lain.

0,999 ... {angka 9 berulang) adalah kurang dari 1.

Operasi s ) adalah i; yaitu (") = (@")".

. Operasi * yang didefinisikan oleh m « # = i adalah asosiasi,

PN

o w

-
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8. Ketaksamasnketaksamaan x <y » <z dan 7 <X bersamasama menunjuk-
kan bahwa x = y = 2

9. Jika |x|<¢ untuk setiap bilangan positif ¢, makax = 0.

10. Jikax dany adalah bilangan-bilangan riit, maka (x — ¥Xv ~ X} < 0.

11, Jika a < b <0, maka lja> Ub.

12. Adalah mungkin bagi dua selang tertutup untuk mempunyai tepat satu titik perseku-
tuan.

13, Jika dua selang terbuka i satu titik , maka mem-
punyai takterhingga banyaknya titik persekutuan.

14, Jika x < 0. maka = - x.

15, Jika Ixi<1yh  makax <>

16. Jika |x]< |yl maka x* <)

17, Jikax dany keduanya negatif, maka |x + | = || + 1

18." Adalah mungkin untuk i yang hi penyelesai ter-

diri dari tepat satu bilangan.

19. Persamaan x? + ¥ 4 ax+ ¥
bilangan riil 2.

20. Jika (a. b) terletak pada garis dengan tanjakan 3. maka (« + 4.b + 3)juga terletak pada
garis tersebut.

21. Tikagb > 0. maka (g,b) terletak atau di kuadran pertama atau ketiga.

22. Jika ah = O. rnaka (a. b) terletak atau pada sumbu x atau pada sumbu y.

23, Jika  fx; — 0 + (2~ $0° = |5 = Xyl maka (xy, y,) dan (x5, ¥) terletak pada
garis mendatar yang sama.

24. Jarak antara (a + b, 2) dan (a — b, a) adalah |25].

25, Persamaan sebarang aris dapat dituliskan dalam bentuk titik-kemiringan,

26. Jika ada garis taktegak sejajar, keduanya mempunyai kemiringan sama.

27. Adalah mungkin bagi dua garis untuk mempunyai kemiringan positif dan saling tegak-
lurus,

28, Jika perpotongan—x dan perpotongan—y suatu garis adalah rasional dan taknol, maka
Kkemiringan garis tersebut adalah resional,

9. Garis-gatis ax + y = ¢ dan ax — y = ¢ adalah tegaklurus.

30, (3x — 2y + 4) + m(2x + 6y — 2) = 0 merupakan persamaan suatu garis lurusfintuk tiap
bilangan riil m.

menggambarkan suatu lingkaran untuk setiap

e

SOAL-SOAL ANEKA RAGAM

1. Hitung masing-masing nilai untuk 3. Perlinatkan bahwa rata-rata dus
n=1,2,dan 2. bilangan rasional adalah suatu bilangan
e rasional.
@ (" + ;,) () (n* —n+ 17 4, Tuliskan  desimal  berulang
4.1282828 . . . scbagai hasil bagi dua
(cy 4 bilangan bulat.
2. Sederhanakan, 5. Cari bilangan takrasional antsra

§dan g3,

6. Hitung (/8,15 x 10° — 1,32)/3,24.

Dalam Soal-soal 7-14, cari himpunan pe-

inj pada garis riil, dan ungkapkan himpun-
an ini dalam cara penulisan selang.




To6x+3>2x—5
8 3-2x<dx+1<2x+7

9 2x+5x—3<0
x -1

™
1 (x+ 4)@x - DHx— D=0
12 |3 — 4] < 6

14, 8 - 3x| 2 |25

115, Andaikan |x| < 2. Gunaken sifat-
sifat nilai mutlak untuk memperkihatkan.

Wt +3x+2

—|<8
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16. Gambar sketsa segitiga denmgan
titik-titik  sudut  4(-2,6), B(1,2), dan.
€(5,5), dan perlihatkan bahwa ini merupa-
kan sebuah segitiga siku-siku.

17, Cari jarak dari (3,—6) ke titik
ujung Tuas garis dari A(1,2) ke B(7,8).

18. Cari persamaan lingkaran dengan
garis tengah AB jika 4 = (2,0} dan B=(10, 4)

19. Carilah pusat dan jarijari lingkar-
an dengan persamaan x* + y* — 8x + 6y =
0.

20, Carilah jerak entara pusat ling-
karan-lingkaran dengan persamaan.

Kalkulus dan Geometri Analitis  Jilid }

x4+ 32 +2y =2 dan x* 4+ 6x + p?
—dy=-7

21. Tuliskan persamaan garis yang
melatui (—2,1) yang:
(a) melewati (7,3);
(b} sejajar 3x — 2y =5,
(c) tegaklurus3x +4y = 9;
(d) tegaklurusy =4;
(¢) mempunyai perpotongan—y 3.

22. Perlihatkan bahwa ,-1,
(5,3), dan (11,11) berada pada garis sama.

Dalam Soal-soal 2326, sketsakan grafik
tiap persamaan.
B Iy -dx=6

U -2+ =3

27. Cari titik-titik perpotongan grafik
grafik dariy =x* — 2x +4 dany — x=4.

28, Di antara semua garis yang tegak
lurus pada 4x — 2, cari satu persamaan
yang - bersama-sama dengan sumbu x
dan sumbu y positif -- membentuk sebuah
segitiga yang luasnya 8.




