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[Karyva-karva Archimedes] tanpa kecuali, merupakan
monumen dari eksposisi matemaris, permbukaan raligsio
sedikit demi sedikit dari rencana penyerangan, penga-
daan yang mengagumkan dari usulagn-usulan, penghi-
langan vang tegas dari segala sesuatu vang tidak segerg
- berkaitan dengan tujuan, akhir dari keseluruhannya,
sangat menakjubkan dalom kesempurnaannya bagai
FRERCIDTAKAR SLaty PEYasaar sama UNTHK terpesong

dalam pikiran pembaca.
S Thomus Heath

Archimedes dari Syracuse, tanpa diragukan,
merupakan matematikawan terbesar dari
zaman purbakals. Keturunan Yunani, ia
menenma pendidikan di Alexandria, pusat
pengajaran dan kebudayaan Yunani. Pada
masanya sendiri fa terkenal sebagai pen-
cipta dan seorang ilmuwan praktis, Ia men-
ciptakan seloup Archimedes untuk me-
mompa air, ia menyatakan sifat-sifat katrol
dan pengungkit (“berikan saya tempat
untuk berdiri, dan akan saya gerakkan
bumi’*), ia membangun sebuah model
mekanis yang meniru geraksa bulan dan

raja Syracuse — ia menemukan cara untuk
memutuskan apakah mahkota raja dibuat
darl emas asli tanpa melsburnya (prmsip
days apung Archimedes).
Penemuan-penemuan dan perkakas-
perkakas praktis untuk Archimedes hanya-
lah hiburan belaka; tulisan-tulisannya yang
tetbaik dan pikirannya yang paling tajam
dicurahkan ke bagisn dari matematika
yang sekarang dikenal sebagai kalkulus
integral. Dengan memakai metode (metode

planet-planet, dan — untuk memuaskan
‘nya antars hin adalab rumus luss lingkar-

“volume kerucut dan benda-benda pugar

‘teman-temannys agar di atas batu nisannys

‘bola dan tabung tersebut,

Archimedes
287-212B.C.

keletihan) di mana ia menjumlahkan sejum-
Iah besar-besaran yang sangat kecil, ia
mengemukakan beberapa dari hasil-hasil
itu dalam bab ini. Sumbangen-sumbangan-

an, luss dari potongan parabol, luas elips,
volume dan luas permukasn bola, dan

lain, Ia dikatakan telsh meminta kepada

di lstakkan sebuah bols yang berisi tabung
berukir, ditulisi dengan hasil bagi vommc
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6.1 Luas Daerah Bidang Rata

Pembahasan singkat tentang luas di dalam Pasal 5.4 diperlukan untuk memberikan
dasar tentang definisi integral tentu. Setelah konsep ini benar-benar dipahami, kita ber
balik arah, dan menggunakan integral tentu untuk menghitung luas daerah-daemah yang
bentuknya rumit. Seperti biasa kita mulal derigan kasus yang sederhana.

DAERAH DI ATAS SUMBU X  Andaikan
‘ ¥ = fix) menentukan persamaan sebuah kurva
/ pada bidang xy dan andaikan f kontinu dan
tak-negatif pada selang (interval) @ < x < b,

& (Gambar 1). Tinjaulah daerah R yang dibatasi
oleh grafik-grafik dari y = Alx), x =a x=#

> PO dan y = 0. Kita mengacu R sebagai daerah di

bawah y = f(x} antarax =g danx = b. Luasnya,
A(R), ditentukan oleh

¥ y=1fix)

GAMBAR 1

']
A(R) = f £(x) dx

CONTOH t Tentukan luas daerah R di bawah kurva y = x* — 2x? + 2 antarax = -1
danx = 2.

Penyelesaian  Daerah R diperlihatkan pada Gambar 2.

xS x4 2
A(R) = J’z (x* — 2x3 + 2}dx = I:_S_ _ 5 + ZX]
-1

-1
32 16 1 1 51
=(?_?+4)_(_§_5_2)‘16 -

DAERAH DI BAWAH SUMBU x  Luas di
nyatakan oleh bilangan yang tak negatif. Apa-
bila grafik y = flx) terletak di bawah sumbu-,

y:,n_2,¢3+2

b
makaj J(x)dx adalah bilangan yang negatif,

sehingga tak dapat melukiskan suatu lvas,
Akan tetapi bilangan itu adalah negatif untuk
luas daerah yang dibatasi oleh y = fix), x = ¢
x=bdany=0.

GAMBAR 2

CONTOH 2 Tentukan luas daerah R yang dibatasi oleh y = x2/3 — 4, sumbux, x = -2
dan x = 3.
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Penyelesaian
Daerah R diperlihatkan pada Gambar 3.

GAMBAR 3 _
3 2 3 2

A(R)=-—.J‘ (x‘_ )dx:J‘ (—x—+4)dx
\3 I

3 3
[ () -]
-2 |

CONTOH 3 Tentukan luas daerah R yang dibatasi oleh y = x* —3x* — x + 3, ruas sum-
bu x antara x = —1 dan x = 2, dan oleh garisx = 2.

14

y=xd—3x7-x+3 Penyelesaian
Daerah R adalah daerah yang diarsir pada Gam-
bar 4, Perhatikan bahwa ada sebagian di atas
sumbu x dan ada yang di bawah sumbu x.
l Luas masing-masing bagian ini harus dihitung
L secara terpisah. Mudah dihitung bahwa kurva
"l 2 ; * di atas memotong sumbu x di —1, 1 dan 3 se-

=T= hingga

<k

GAMBAR 4

1 2
A® = | (2 =3 —x+ Pdx— [ (=36 —x+ D
= 1
4 2 1 4 2 2
N L N SO
—[4 X 2+3x]_1 [4 X 2+3x]l

7 23
Perhatikan bahwa kita dapat menyatakan luas daerah itu sebagai satu integral de-
ngan menggunakan lambang nilai mutlak, yaitu
2
A(R) = f |x* - 3x? = x + 3|dx
-1

. Tetapi penulisan ini bukan penyederhanaan dalam perhitungan, sebab untuk meng
hitung integral terakhir ini kita harus menulis integral ini sebagai dua integral seperti
telah kita lakukan. ]
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<ARA BERFIKIR YANG DAPAT MEMBANTU Sampai kini baik untuk daerah-dsenh
sederhana sejenis yang ditinjau di atas, mudah sekali menuliskan integral yang benar. Bils-
mana kita meninjau daerah yang lebih rumit (misalnya, dasrah di antara dua kurva), tugas
pemilihan integral yang benar lebih sukar. Tetapi, terdapat suatu cara berfikir yang dapat
sangat membantu. Pemikiran itu kembali ke definisi luas dan integral tentu. Berikut cara
berfikir tersebut dalam lima langkah.

Langkah I  Gambarlah daerah yang bersangkutan.

Langkah 2 Potonglah menjadi jalur-jalur dan berilah nomor pada suatu jalur terten
tu.

Langkah 3 Hampiri luas suatu jalur tertentu tersebut dengan luas persegi panjang

yang sesuai.

Langkah 4 Jumlahkan luas aproksimasi tersebut.

Langkah 5 Ambillah kemudian limit dari jumlah itu dengan jalan menunjukkan
jalur ke nol lebar sehingga diperoleh suatu integral tertentu.

Untuk menjelaskannya, perhatikanlah contoh sederhana lain berikut ini.

CONTOH 4 Susunlah integral untuk luas daersh dibawah kurva y = 1 + /X yang terletak
antara garis dengan persamaan x = 0 dan x = 4 (Gambar 5).

Penyelesaian
1. Gamber
¥ .
3 y=1+ \/;
2 .
: i
] ]
2 4 x x
GAMBAR § 3. Aproksimasi luas jalur

B4~ {1 +Vx) b,
4. Jumiahkan : A=ZI{1+vx}aAx,

5. Ambil limitnya: 4 = fo‘u +Vx) dx

Setelah kita pahami benar prosedur lima

langkah tersebut, kita dapat menyingkatnya

menjadi tiga langkah, yaitu: porong-potong,
-t (slice), aproksimasikan, integralkan.

Ingatlsh bahwa mengintegralkan berarti, men-

’ jumlahkan dan mengambil limit apabila panjang
jalur menuju nol. Dalam proses ini ¥ . ..Ax

GAMBAR 6 84~ (1 +v/7) Ax berubah menjadi J . . . dx. Gambar 6 menunjuk-
i kan proses yang telah dipersingkat itu untuk
A= 0+Vaax soal yang sama,
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< DAERAH ANTARA DUA KURVA. Tinjaulah kurva-kurva y = f{x) dan y = g(x) dengan
g(x) £ f(x) pada selang a <x < b. Kurva-kurva ini dan selang itu membatasi daerah yang

tergambar pada Gambar 7. Kita gunakan cara: potong; aproksimm integralkan, untuk
menentukan luas daerah tersebut.

bx y = fix)
Y -
fix) —gix) AA = [f(x) —gix)] Ax
' y=gtx) A= [P irx —gla) dx
: 1
al b b [}
.a{

GAMBAR 7

Anda perlu memperhatikan bahwa f(x) — g(x) adalah tinggi jalur potong yang benar;
walaupun kurva g berada di sebelahi bawah sumbu x. Sebab dalam hal ini g(x) negatif; jadi
mengurangi dengan g(x) berarti menjumlahkan dengan bilangan yang positif. Anda dapat
melihat sendiri bahwa f{x) — g(x) adalah tinggi jalur yang benar, sekalipun f{x) dan g(x)
adalah negatif.

CONTOH § Tentukan luas daerah antara kurvay = x* dan y = 2x — x2.

Penpelesaian Kita mulai menentukan titik-titik potong kurva-kurva tersebut dan kemu-
dian menggambarkannya. Jadi kita mencari akar-akar persamaan 2x — ~x? =x*, suatu
persamaan berderajat empat, yang biasanya tidak mudah terpecahkan. Akan tetapi,
tampak bahwa x = 0 dan x = |, adalah dua di antara akar-akamya. Gambar daerah,

potongan jalur dan aproksimasi serta integral yang bersangkutan dapat dilihat pada
Gambar 8.

AA = (2x — x? —x*) Ax
A =’f°1(21 —x2— x*)ax

GAMBAR 8

Masiha da satu tugas Jagi, yaitu menghiturig integral.

1 3 s
J‘(Zx—x’—-x")dxh[x’—%—f—] 1 tar

o
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CONTOH 6 Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh parabol y* = 4x dan garis 4x — 3y =
4,

Penyelesaian  Kita tentukan titik potong parabol dan garis koordinat y darj titik-titik ini
dapat diperoleh dan penulisan persamaan yang kedua sebagai 4x = 3y + 4, dan kemudi-
an dua ungkapan untuk 4x disamakan.

¥
(4, 4)
yr=3y+4
dx—3y =4 ¥ —3y—4=0
-+ 1)=0
y=4, -1

Dengan demikian titik-titik potong tersebut
adalah (4, 4) dan (} , —1). Daerah yang harus
dicari luasnya dapat dilihat pada Gambar 9.

GAMBAR 9

Daerah ini kita potong-potong menjadi jaluralur tegak (vertikal), seperti terlihat
pada gambar. Ada kesulitan sedikit, karena kurva batas bawah terdiri atas dua kurva,
Di sebelah kiri sekali jalur-jalur merentang dari bagian bawah parabol hingga bagian
atasnya, sedangkan untuk daerah sisanya jatur-jalur ini merentang dari garis hingga
parabol. Jadi, apabila kita menggunakan jalurjalur tegak, kita bagi daerah yang ber-
sangkutan menjadi dua bagian, kemudian membentuk integral untuk masing-masing
bagian; kemudian menghitungnya.

Suatu penyelesaian yang jauh lebih sederhana ialah memotong daerah menjadi
jalurjalur yang datar, seperti dapat kita lihat pada Gambar 10. Dalam hal ini kita
menggunakan y sebagai variabel dalam integral, dan bukan x. Perhatikan bahwa jalur-
jalur yang datar itu selalu bermula pada‘parabol (di sebelah kiri) dan berakhir pada
garis (di sebelah kanan).

2
yi=4ataux = "—4—

¥
] ]
i 5 2 3 4 5 X
L ,,,)
GAMBAR 10 e

I TR N S i
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A=f [w]dwlf Gy +4 - y)) dy

” 3 B
o],
sG]
=E%5z 5,21

Ada dua hal yang harus diperhatikan, yaitu: (1) Integran yang menyangkut penjalur-
an datar mengandung variabel y, bukan x; dan (2) untuk memperoleh integran, kita
nyatakan x masing-masing dengan y dari dua persamaan yang diketahui. Kemudian
kita- kurangkan nilai x yang lebih kecil (kurva kiri) dari nilai x yang lebih besar {(kurva
kanan). ]
JARAK DAN PERPINDAHAN Pandang suatu benda yang bergerak sepanjang garis lurus
dengan kecepatan v(f) pada saat . Bila v(r) /0, maka Lb v(#)dt menyatakan jarak yang

ditempuh dalam selang waktu @ < ¢ < b (lihat Pasal 5.4). Namun, v(f) dapat pula bernilai
negatif (yang berarti bahwa benda itu bergerak dalam arah sebaliknya), maka

b
J" vty dt = s(b) — s{a)

menyatakan perpindahan benda itu, yang berarti, jarak lurus dari tempat berangkat s(a)
ke tempat akhir $(b). Untuk mendapatkan jarak keseluruhan yang ditempuh benda sela-

) : b
ma @ <t < b, kita harus menghitung [~ jo(#)| df, luas daerah antara kurva kecepatan
dan sumbu-£. Soal 31-33 menggambarkan gagasan ini.

SOAL-SOAL 6.1

Dalam Soal-soal 1-10, gunakan prosedur tiga langkah (potong, aproksimasi, integralkan)
untuk menyusun integral daerah yang harus dicari luasnya.

1. 2,
rY

y=x2+1

%' y=x?—-x+2
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y=x2 42

3
/
y=x?+2x-3

n
<

y=2-x2

e

Petunjuk: Untuk menentukan titik-titik -

potong, sclesaikanlah persamaan x =
2 —x2.
6

X

Kalkulus dan (ieometri Analitis  Jilid |

T
¥y
y=x3 = x2 —6x
‘VI
8.
y=—x+2
¥
= x2
x
9.
}V
y=x-—1
X
10.
14
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Dalam Soal-soal 11-28, gambarlah dserah
yang dibatasi oleh kurva-kurva yang per-
samaunnya diketahui. Tunjuklah sebush
persegi-panjang dalam suatu jalur potong-
an, aproksimasilah luasnya, susunlah inte-
gral yang sesuai dan kemudian hitunglah:
luas daerah yang bersangkutan.

1. y=4 —4x* y=0, antara x =0
dan x = 3.

12.y=4x—x*y=0, antarax=1
danx =3,

13.y=x*—-2x—3,y=0, antara
x=0danx =2,
14, y = #x* — 10),y = 0, antara

x=-2danx =3
i5.y=xy=0,x=—1,x=2
16.y=\’/;,y-0,x=—~l.x=8
17.y=Jx—4y=0,x=8
B.y=x*-4x+3,x—y-1=0
9. y=x*y=x+2
20. y = xy=2x-4x=0

2L y=x* —dx,y= —x?

[
[

Ly=xt-2,y=2x* +x -4
. x=6y— )", x=0
x=-y+y+2,x=0

L x=4—yx+y—2=0
x=y'=3yx—y+3=0
P —2x=0y +4x—12=0

NOROROR B

B x=y,x=2-y*

29. Gambarlah daerah R yang di-
batasi oleh y=x+ 6,y = x3 dan 2y +x
= (. Hitunglah luasnya. Petunjuk: Bagi-
lah R menjadi dua daerah,

30, Dengan menggunakan integral,
tentukan luas segi-tiga yang titik-titik su-
dutnya adalah (—1, 4), (2, — 2 dan (5, 1).

31, Sebuah benda bergerak di sepan-
jang suatu garis lurus sedemikian rupa se-
hingga kecepatannya pada saat t adalah
v(r) = 31> —241 + 36 kaki per detik (lihat
Contoh 3 pada Pasal 3.7). Carilah perpin-
dahan dan jarak keseluruhan yang ditem-
puh benda itu untuk -1 << 9.
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32. Ikuti petunjuk dalam Soal 31,
apabila w(r) = § + sin 2t dan selang wak-
tunys 0 <t < 3n/2.

33. Berangkat padas=0dant=0,
suatu benda bergerak sepanjang garis
lurus sedemikian rupa sehingga kecepat-
annya pada saat ¢ adalah ¥(t) = 2¢—4 cm
per detik. Berapa lama benda itu akan
mencapai 5§ = 127 Untuk menempuh jarak
keseluruhan 12 cm?

34. Pandang kurva-y = 1/x? untuk
1Kx<6,

{a) Hitunglah luas daerah di bawah kurva
ini,

(b) Tentukan ¢ sedemikian rupa sehingga
garis x = ¢ membagi dua luas pada (a)
sama besar.

(c) Tentukan d sedemikian rupa sehingga
garis ¥ = d membagi dua luas pada (a)
sama besar.

35. Hitunglah luas A, B, C, dan D
dalam Gambar 1]. Periksalah dengan
menghitung 4 + B + C + D dalam satu
bentuk integral.

(—3,9)\

¥

y=x2

JS, 9)

»l

{
»"‘
-2, 4) (2, 4)
T x
GAMBAR 11

36. Buktikan prinsip Cavalieri. Bila
dua daerah memiliki tebal yang sama
pada setiap x di [a, b], maka keduanya
akan mempunyai luas yang sama (lihat
Gambar 12).

-

] X
GAMBAR 12
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6.2 Volume Benda dalam Bidang: Lempengan, Cakram, Cincin

Integral tentu dapat digunakan untuk menghitung luas. Ini tidak mengherankan oleh
karena integral tersebut memang diciptakan untuk keperluan itu. Akan tetapi integral ter-
sebut dapat digunakan untuk banyak persoalan lainnya, Hampir tiap besaran yang dapat
dianggap sebagai hasil pemotongan sesuatu menjadi bagian-bagian lebih kecil, aproksimasi
tiap bagian, penjumlahan dan pengambilan limit apabila tiap bagian mengecil, dapat
diartikan sebagai suatu integral. Khususnya, hal ini benar untuk volume benda-bendn ter-

tentu yang akan kita bahas di bawah ini.
1 . h - h h h
T = G =
~ A
Apakah yang disebut volume? Kita mulai dengan benda-benda sederhana, yaitu tabung

GAMBAR 1
lingkaran tegak dan sejenisnya. Empat di antaranya dapat dilihat pada Gambar 1. Dalam
tiap kasus, benda itu diperoleh dengan cara menggerakkan svatu daerah pada bidang
(rata) sejauh 4 dengan arah yang tegak lurus pada daerah tersebut. Dalam tiap kasus itu,
volume benda ditentukan sebagai luas A, daerah alas, dikalikan dengan tinggi #, yakni

V=Ah

Kemudian perhatikanlah sebuah benda yang bersifat bahwa penampang-penampang
tegaklurusnya pada suatu gars tertentu memiliki luas tertentu. Misalnya garis tersebut
adalah sumbu x dan andaikan bahwa luas penampang di x adalah A(x) dengana < x <
b (Gambar 2). Selang [aq, b] kita bagi dengan titik-titik bagia = xo <x; <x;... <x,=b
Melalui titik-titik itu kita lukis bidang tegaklurus pada sumbu x. Dengan demikian kita
peroleh pemotongan benda menjadi lempengan yang tipis-tipis (Gambar 3). Volume
AV; suatu lempeng dapat dianggap sebagai volume tabung, yaitu

A” b A(i,) Ax;, Xi-1 S X < x
dan volume ¥ benda dapat diaproksimasi dengan jumlah Riemann

V= z A(i[) Axi
i=]

GAMBAR 2
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SN N O T O I 0 | [ N [
a /T b
Xi=1 Xi
X

GAMBAR 3

Apabila norma partisi kita tujukan ke nol, kita memperoleh suatu integral tentu; integral
ini kita definisikan sebagai volume benda

__'v"-'fA(x)dx T[4 6 2

Dalam perhitungan volume-volume benda, sebaiknya anda jangan menggunakan
rumus itu secara hafalan. Akan tetapi anda harusiah memahami proses yang menuju ke
penemuan rumus tersebut, Seperti untuk luas, proses itu kita sebut pula, pemotongan,
aproksimasi dan pengintegralan. Hal ini diperjelas dalam contoh-contoh di bawah ini.

BENDA PUTAR: METODE CAKRAM Apabila sebuah daerah rata, yang terletak selu-
ruhnya pada satu bagian bidang yang terbagi oleh sebuah garis lurus tetap, diputar menge-
lilingi garis tersebut, daerah itu akan membentuk sebuah benda putar. Garis yang tetap
tersebut dinamakan sumbu putar.

Sebagai contoh, apabila daerah yang dibatasi oleh setengah lingkaran dan garis te-
ngahnya, diputar mengelilingi garis tengah itu, maka daerah tersebut membentuk sebuah
bola. Apabila daerah segitiga diputar mengelilingi salah satu kakinya, daerah itu akan
membentuk sebuah kerucut (Gambar 4). Apabila sebuah daerah lingkaran diputar menge-
lilingi sebuah garis pada bidang lingkaran itu yang tidak memotongnya (Gambar 5), maka
diperoleh sebuah torus {ban). Dalam tiap hal, volume benda-benda itu dapat disajikan se-
bagai suatu integral tentu.

Sumbu !

sumbu
GAMBAR 4 GAMBAR 5

CONTOH 1 Tentukan volume benda putar yang dibentuk oleh daerah R yang dibatasi
oleh kurva y =\/;, sumbu x dan garis x = 4 apabila R diputar mengelilingi sumbu x.
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av = ri{vVxlRAx

GAMBAR 6

V:_f:wxdx

Peuyelesamn Pada bagian kiri Gambar 6 kita lihat daerah dengan sebuah jalur pemotongan.
Apabila R diputar mengelilingi sumbu x, daerah ini akan membentuk sebuah benda
putar dan jalur tersebut membentuk sebuah cakram yang volumenya A V dapat kita
aproksimasi dengan volume sebuah tabung dengan tinggi Ax; dan dengan jari-jari alas

AV = 7 (v/x)? Ax, volume tabung ini adalah m?h. Apabila volume tabung-tabung ini
kita jumlahkan dan kemudian kita integralkan, maka

4 xz]l- 16
V=1rjxdx=.1t—— =n— =8rn =~ 25,13
o [2 o 2 [ |

CONTOH 2 Tentukan volume benda putar yang terbentuk apabila daerah yang dibatasi

oleh kurva ¥ = x*, sumbu y dan gars y = 3 diputar mengehlmgl sumbu ». (Gambar
7.

1 1
1 x :
av = =¥y
GAMBAR 7 v={zyay

Penyelesaian Dalam kasus i m:, lebih mudah y digunakan sebagan variabel pengintegralan.
Perhatikan bahwa y = x* setara dengan x =y dan AV =~ (/5 )* Ay maka

3 3 3
V=nfy”’dy=n[§y”’] = o 9=~~'11.76
0

0 3 |
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METODE CINCIN Ada kalanya apabua se-
buah benda putar kita potong-potong tegak
lurus pada sumbu putarnya, kita memper-
oleh sebuah cakram yang di, tengah-tengah-
nya ada lubangnya. Daerah demikian kita se-
but dincin. Lihat Gambar 8.

v=mtrt=rln

GAMBAR 8

CONTOH 3 Tentukan volume benda putar apabila daerah yang dibatasi oleh parabol-pa-
rabol y = x? dan y* = 8x diputar mengelilingi sumbu -x,

Penyelesaian Di sini kita juga menggunakan metode potong menjadi jalur-jalur, kemudi-
an diaproksimasi, dan akhirnya diintegralkan (Gambar 9).

8x2 x%]* 48n

2
V= - x* =af— ——| =— 30,16
nL(Sx x*) dx u.[ 2 5]0 5 0, =

CONTOH 4 Daerah setengah lingkaran yang dibatasi oleh kurva x = ,/4 — y? dan sum-
bu y diputar mengelilingi garis x = —1. Susunlah integral yang merumuskan volume

benda putar itu.

AV = x[(VBx)?— (x2)2] Ax

v =_|;2!lﬂx—x“ldx

GAMBAR 9

Penyelesaian  Jari-jari luar cincin adalah \/4 — y* + 1, sedangkan jari-jari dalam adalah
1. Lihat Gambar 10. Integral yang bersangkutan dapat disederhanakan. Bagian, yang
terletak di atas sumbu x, volumenya sama dengan bagian yang di bawsh sumbu x,
Jadi kita cukup mengintegralkan antara 0 dan 2 dan kemudian hasilnya dikalikan dua.

Kita peroleh: 2
V=1r". [+ /4-y)-11dy
-2
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2
_ 2nf A= 7 4= BTy
[v]

Untuk menghitung integral tersebut lihatlah Soal 31.
AV=T[(1+Va—p2)2—-1)Ay

¥ V={?rl01+Va—y2)2 —1]dy
1 +vVa4—y2
2
1} |
o Ay
y
42 —T
2 x
) -
-2
x==1 =l
GAMBAR 10

BCNDA RUANG LAIN YANG PENAMPANGNYA DIKETAHUI Benda yang kita bahas

memiliki daerah-daerah lingkaran sebagai penampang-penampang tegak. Metode yang kita
gunakan tetap berlaku untuk benda-benda yang penampang tegaknya berbentuk bujur
sangkar atau segitiga. Sesungguhnya yang kita perlukan ialah bahwa kita dapat menghitung

luas penampang-penampang tersebut.

CONTOH 5 Andaikan alas sebuah benda adalah suatu daerah rata pada kuadran pertama
yang dibatasi olehy = | — x?/4, sumbu x dan sumbu y. Andaikan penampang-penam-
pang yang tegaklurus pada sumbu x berbentuk bujur sangkar. Tentukan volume benda

mni.

Penyelesaian  Apabila kita potong-potong benda tegaklurus pada sumbu x kita peroleh
lempeng-lempeng tipis.yang berbentuk bujursangkar (Gambar 11).

GAMBAR 11
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CONTOH 6  Alas sebuah benda diketahui merupakan daerah yang dibatasi oleh satu busur
kurva y = sin x dan sumbu x. Tiap penampang yang tegaklurus pada sumbu x adalah
sebuah segitiga sama sisi yang berdiri pada alasnya. Tentukan volume benda itu.

- S

ok

-
1 2
1 ﬁ g\/.‘_i- 2
A-—-azu 3 Y=Y
GAMBAR 12
¥
ax Hx
i —-.—I
¥ = sinx
- {" -“_‘.‘."\
Al sin x >~
——— T x ==Y
x x
V3
/_\.V%(——sinix)ax
V= _f(—sm? )dx

GAMBAR 13

Penyelesaian Kita ingat bahwa luas segitiga sama sisi dengan panjang sisi u adalah\/_ju2/4
{Gambar 12), Kemudian lihatiah Gambar 13. Untuk melakukan pengintegralan kita
menggunakan sin® x = (1 — cos 2x)/2.

=—‘/§f(1 — G0l 2x) dx
8 Jo

=2 rcos2x-2dx]
vo

l [x - %sm 2x:|" =

0

nx0

6 [ ]
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SCAL-SCAL 6.2
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Dalam Soal-scal 1 hingga 4, tentukan

volume benda vang dibentuk, apabila

daerah yang diberikan diputar mengelili-

ngi sumbu vang diberikan; potong, di-
aproksimasi, diintegralkan,

1. sumbu-x
by

y:x2+‘|

2. sumbu-x .

yp=—x2+4x

3. (a) sumbu-x
(b) sumbu-y
y

y=4-x2

N
b3

4. (a) sumbu-x
(b} sumbu-y
v

y =4~ 2x

Dalam Soal-soal § hingga 10, buatlah
sketsa daerah R yang dibatasi oleh kurva-
kurva yang persamaannya diketahui, Per-
lihatkan sebuah jalur persegi-panjang yang
tegak, Kemudian tentukan volume ben-

da yang terbentuk apabila R diputar me-
ngelilingi sumbu x.

5. y=7=x=4'y=0

6. y=xZx=2y=0
1

7. y=—x=1,x=4,y=0
x

8. y=xy=0, antarax =1 dan
x=3.

9 y=.,4-x%y=0, antarax=

—} dan x = 2.

10. y=x3,y =0,

dan x = 8.

antara x = 1

Dalam Soalsoal 11 hingga 16, gambarlah
daerah R yang dibatasi oleh kurva-kurva
yang persamaannya diberikan. Perlihatkan-
lah jalur persegi-panjang yang mendatar.
Tentukan volume benda yang terbentuk
apabila R diputar mengelilingi sumbu y.

l.x=yx=0y=2
2
12.x=;,y=l,y=6,x=0

13.x=\/j_;,y=-4,x=0

14. x=y",y=8x=0

15. x =y y=4,x=0

16. x=/9- )% x=0

17. Tentukan volume benda yang ter-

bentuk apabila bagian atas elips

x2 ¥

aTE=1
diputar mengelilingi sumbu x, Dengan de-
mikian dapat dihitung volume benda yang
disebut sferoid; ¢ dan b konstanta dan
a>b.

18. Tentukan volume benda yang
terbentuk apabila daerah yang dibatasi
oleh garis ¥ = 4x dan parabol y = 4x?
diputar mengelilingi sumbu x. Gambarlah.

19. Tentukan volume benda yang ter-
bentuk apabila daerah yang dibatasi oleh
garis x — 2y = 0 dan parabol y3 - 2x =
0 diputar mengelilingi sumbu x, Gambar-
lah,
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20. Tentukan volume benda yang ter-
bentuk apabila daerah dalam kuadran
pertama yang dibatasi oleh lingkaran
xt+ y* =r', sumbux dangarisx=r- h,
0 < h < r, diputar mengelilingi sumbu x.
Benda yang terjadi adalah tembereng bola
dengan tinggi h dari bola berjari-jari r

21. Tentukan volume benda yang ter-
bentuk apabila daerah pada bidang xy yang
dibatasi oleh garis y = 4x dan parabol
y = 4x® diputar mengelilingi sumbu y.
Gambarlah.

23 Tentukan volume benda yang ter-
bentuk apabila daerah dalam kuadran per-
tama yang dibatasi. olch parabol-parabol
3x? — 16y + 48 = 0 danx?® — 16y + 80=0
dan sumbu y diputar mengelilingi garis
y =2, Gambarlah.

23. Alas sebuah benda adalah daerah
lingkdtan x* + y = 4. Tentukan volume
benda tersebut apabila tiap penampang
oleh bidang vang tegaklurus pada sumbu x
adalah bujur sangkar. Perunjuk: Lihat
Contoh 5 dan 6.

24 Seperti Soal nomor 23 akan teta-
pi penampang benda dengan bidang yang
tegaklurus pada sumbu x adalah segi-tiga
sama kaki yang alasnya terietak pada
bidang xy dengan tinggi 4. Petunjuk.: Un-
tuk melengkapi perhitungan, anggaplah
{2,/4~ x>dx sebagai luas (daerah) se-
tengah lingkaran.

25.Alas sebuah benda dibatasi oleh
satu busur dan kurva y= . /cosx, —n/2
< x £ mf2, dan sumbu x. Tiap penampang
benda dengan benda yang tegaklurus pada
sumbu x berbentuk bujur sangkar yang
alasnya terletak pada bidang kurva tadi.
Tentukan volume benda itu.

26. Alas sebuah benda adalah daerah
yang dibatasi oleh y=1 —x? dany=
1 - x* Penampang benda dengan bidang-
bidang tegaklurus pada surabu x adalah
bujur sangkar. Tentukan volume benda itu.

27 Tentukan volume satu oktan (se-
perdelapan) benda yang merupakan daerah
sekutu dua tabung lingkaran tegak dengan
jari-jari masing-masing 1, dan yang sumbu-
sumbunya berpotongan tegaklurus. Pe-
tunjuk. Penampang yang mendatar ada-
lah bujur sangkar (lihatlah gambar).
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=

GAMBAR 14

28, Alas sebuah benda adalah suatu
daerah R yang dibatasi olgh y = v/x dan
y = x* Tiap penampang dengan bidang
yang tegaklurus pada sumbu x adalah se-
tengah lingkaran dengan garis tengah yang
melintasi daerah R tersebut. Tentukan
volume benda itu.

29. Tentukan volume benda yang ter-
bentuk apabila daerah pada kuadran per-
tama yang dibatasi oleh kurva y2 = x3,
garis x = 4 dan sumbu x diputar mengeli-
lingi (a) garis x = 4; (b) garis y = 8.

30. Tentukan volume benda yang
terbentuk apabila daerah yang dibatasi
oleh 2 = x3, garis y = 8 dan sumbu y
diputar mengelilingi (a} garis x = 4, (b) ga-
risy= 8.

31, Lengkapkanlah perhitungan inte-
gral dalam Contoh 4, dengan mengingat
bahwa

[RVa=7 +s- 1
[}
2 2
=2J-,/4—y’dy+J-(4—yz)dy
[} 0

Kemudian anggaplah integral yang pertama
sebagai luas daerah seperempat lingkaran.

32. Ssbuah tong kayu terbuka de-
ngan jari-jari » dan tinggi & pada mulanya
penuh dengan air. Tong ini dimiringkan
sampai pada tingkat air persis sama
dengan garis tengah dasarnya dan muka
tepat menyentuh tepi/bibir tong bagian
atas. Carilah volume air yang tinggal di
dalam tong tersebut.

GAMBAR 15
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33. Sebuah pasak didapat dari pemo-
tongan sisi kanan silinder pejal yang ber-
jari-jari 7. Permukaan bagian atas pasak
tersebut berada pada suatu bidang yang
melalui diameter a dari lingkar alas silin-
der dan membentuk sudut & dengan alas.
Carilah volume dari pasak tersebut.

GAMBAR 16

34. (Jam air) Sebuah tangki air di-
peroleh dengan memutar kurva y =
kx*, k> 0 terhadap sumbu-y.

(a) Carilah ¥V(y), volume air dalam tang-
ki sebagai fungsi kedalaman y.

(b) Air menetes melalui suatu lubang
kecil sesuai dengan hukum Torricelli

Kalkulus dan CGeometri Analitis  Jilid 1
(dV/dt = —m \/y). Tunjukkan bahwa ke-
tinggian air turun dengan tingkat kons-
tan.

35. Tunjukkan bahwa volume dari
kerucut pada umumnya adalah }Ah, di
mana A adalah luas dasar dan A tingginya.
Gunakan hasil ini untuk mendapatkan
rumus volume dari:

(a) Sebuah kerucut dengan alas lingkar-
an berjari-jari r dan tinggi A,

{b) Sebuah tetrahedron beraturan de-
ngan panjang sisi r.

GAMBAR 17

36. Nyatakanlah tujuan  prinsip
Cavalieri untuk volume (lihat Soal 36
pada Pasal 6.1).

6.3 Volume Benda Putar: Kulit Tabung

Ada cara lain untuk menghitung volume benda putar, yaitu metode kulit wbung.
Untuk berbagai persoalan, metode ini lebih mudah digunakan ketimbang:metode cakram
atau metode cincin.

Sebuah kulit tabung adalah sebuah benda yang dibatasi oleh dua tabung lingkaran
tegak yang sumbu simetrinya berimpit (Gambar 1). Apabila jari-jari tabung dalam adalah
ry, dan jari-jari tabung luar adalah ry, sedangkan tinggi tabung adalah %, maka volume
kulit tabung adalah

V = (luas alas) * (tinggi)
= (nr — nrdh

w(ry + rlras —rph

= 21'{(’2 ; r‘)h(rz - rl)

Sehingga

]
)

2m X (jari-jari rata-rata) X (tinggi) X (tebal)

21 rh Ar GAMBAR |
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