
Penggunaan 
Integral 
6.1 Luas Oaerah Bidang Rata 
6.2 Volume Benda Oalam Bidang: Lempengan, 

Cakram. Cincin 
6.3 Volume Benda Putar: Kulit Tabung 
6.4 Panjang Kurvl pada Bidang (Kurva Rata) 

f Karya-karya A rchimedesj tanpa keciLali, merupakan 
monumcn Jari eksposisi maternatis; pembukaan rahasia 

sedikit demi .vedikit dari rencana penyerangan, penga
doan yang fIlcngagumkan dari usulan-usulan, penghi-

langan yang {egas dari segala sesuatu yanK tidak segaa 
herkaitan dengan {u/uan, akhir dan' keseluruhannya. 
sangat menakjuhkan da/am kesempurnaannya bagai 
menciptakan suallj fJcrasaafi sarna uflruk terpc!iona 

datam pikiran pcmbaca. 
,)'ir TJlOIIltlS J Icalh 

ArchImedes dar! Syr.cuse, tanpa diragukan, 
merupabn matematikawan terbear dart 
zaman purbakaJa. K.oturunan YuDllli, Ia 
meneruna pendldikan di Alexandria, pusat 
penpjaran dan kebudayaan Y\\IIlIIi. Pada 
masanya sendhi ia terkenal sebagal pen
cipta dan seoruis ilmuw.n praktis. Ia men
clptakao sekrup Archimedes untuk O1e
mompa air, ia menyatakan slfat-slfat kalrol 
din pengvngkit ("berikan saya temp.t 
untuk berdirl, dan akan saya gorakkan 

6.5' Luas Permukaan Benda 
Putar 

6.6 Kerja 
6.7 Gaya Cairan (Fluida) 
6.S Momen. Pusat Massa 
6.9 Soal,SOIlI Ulangan Bab 

Archimedes 
287~21Z 8.c 

ia membangun sebua/t model 
mekanls yo.. monlru g.rakan bulan dan 
planet-planet, dan - untuk memuallcan 
Ilja Syracuse - Ia O1enemukan CUI untuk 
memutlllkan apakah mahkota raja dlbuat 
dar! em.. alii tanpa mel.bumya (prinsip 
daya apu,. Archlmede.). 

Penemuan-pm\emUID dan. perkakaa. 
perkak .. praktis unt)lk Archimedes haoya-
1ah hiluran beiaka; tuliIan-tullsannya yang 
t.rbalk dan pikirannya yang pallns taj.m 
dicurahkan k. bqlan dart matomatika 
yo.. selwaqj dlkllflll lOb.i kalkulus 
Integral. D ...... memakal metod. (metod. 

"eletihan) di mana Ia menjumiahkao sejum
lah besar-besaran yo.. ..... t keen. Ia 
m .... mukakan beber.pa dart buil-huil 
itu daIam bab Ini. Sumb ....... lIIIDb ....... 
nya antara lail! adalah nunus 1uu lqkar
an, 1uu dart potonpo parabol, 1uu e1lpa, 
volume dan. lull permukaan bola, d.n 
volume kerucut dan benda-benda p\¢ar 
lain, Ia dikatakan telah memlnta kepida 
teman-temannya agar di .ta. batu nIannya 
dl Iotakkan .. bUlb bola yang berili tab .... 
berukir, ditulkl d ...... halll blli voJume 

. bola dan tab .... te"ebut. 
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6.1 Luas Daerah Bidang Rata 

Pembahasan singkat tentang luas dl dalam Pasal 5.4 diperlukan untuk memberikan 
dasar !entang dermisi integral tentu. Setelah konsep ini benar·benar dip.hami, kits ber. 
balik arah, dan menggunakan integral tentu untuk menghitung luas daerah·daerah yang 
bentuknya rumit. Seperti biasa kita mulal dengan kasus yang sederhana. 

Y Y = fIx) 

R 

• 

GAM8AR I 

b x 

OAERAH 01 AT AS SUMBU X Andaikan 
y = f(x) menentukan persamaan sebuah kurva 
pada bidang xy dan andaikan f kontinu dan 
tak·negatif pada selang (interval) a .; x .. b. 
(Gambar I). Tinjaulah daerah R yang dibatssi 
oleh grafik·grafik dari y = /f.x), x = a. x = b 
dan y = O. Kita mengacu R sebagai daerah di 
bawah y = [(x) antara x = a dan x = h. Luasnya, 
A(R), ditentukan oleh 

A(R) = f f(x) dx 

CONTOH 1 Tentukan luas da.rah R di b.wah kurva y = x' - 2x' + 2 antara x = -1 
danx = 2. 

Pmyelesaian Daerah R diperlihatkan' pada Gambar 2. 

y 

5 

4 

GAMBAR 2 

A(R) = [,(X' - 2x' +.2)dx = [X; - X; + 2xI, 

x 

= e: -1: + 4) - ( -~ - ~ - 2) = ~~ • 
OAERAH 01 BAWAH SUMBU X Luas di· 
nyat.kan oleh bilangan yang tak negatif. Apa· 
bila grafik y = /f.x) terletak di bawah sumbu·x, 

maka S>(X) dx adalah bilangan yang negatir, 

sehingga tak dapat melukiskan suatu luas. 
Akan tetapi bilangan itu adalah negatif uotuk 
lu.s daerah yang dib.tasi oleh y = /f.x), x = ~ 
x = b dany = O. 

CONTOH 2 Tentukanluas daerahR yang dib.tasi oleh y = x ' 13 - 4,sumbux,x=-2 
dan x = 3. 
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-2 -1 2 3 

-, 

Penyelesaian 

Da.rah R djperlihatkan pada Gambar 3. 

GAMBAR 3 

A(R) = - ((X3' -4)dX= ((-x; +4)dX 
= [ - x; + 4x L = ( - 2; + 12) _ (: _ 8) = 1:5 • 

CONTOH 3 Tentukan luas daerah R yang <libatasi oIeh y = x' _ 3x' - x + 3. ruas sum· 
bu x an-tara x c - t dan x = 2, dan oleh garis x = 2. 

-, 

GAM8AR 4 

Penyelesaian 

Daerah R adalah da.rah yang diarsir pada Gam
ba, 4. Pe,hatikan bahwa ada sebagian di atas 
sumbu x dan ada yang <Ii bawah sumbu x. 
Luas masing·masing bagian ini harus dihitung 
seca,a terpisah. Mudah dihitung bahWlr kurva 
di ata. memotong sumbu x di -I, 1 dan 3 se· 
hingga 

A(R) = f' (x' - 3x' - x + 3)dx - f'ex' - 3x' - x + 3)dx 
-1 J1 

P.rhatikan bahwa kita dapat menyatakan luas daerah itu sebagai satu intearal do
ngan menggunak4n lambang nilai mudak, yaitu 

A(R) = f' lx' - 3x' - x + 31dx -, 
Tetapi penulisan ini bukan penyedemanaan dalam pe,hitungan, sebab untuk mens
hitung intearal terakhir ini Idta harus menulls integral ini sebagai dua in1egraJ seperti 
telah kita I.kukan. • 
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...ARA BERFIKIR YANG DAPAT MEMBANTU Sampai kiiII bail< untulc cIa.rah_nIi 
.. derhanl aejeni. yan, ditinjau eli at .. , mudah aeJcall menuliskan intean! yan, benar.lIIa· 
mana kill meninjau claerah yan, lebib rumit (misalnya, claerah eli antara dua IOllva), tupI 
pernilihan int_sra! yan, benor lebib sulcar. Tellpl, terclapat suatu carl berfikir yan, claPlt 
sanaatmembantu. P.mlld1an itu kembali ke doflnisi lu .. dan intearal tentu.Berikut CIII 

bedlJdr teraebut dalam lima lanakah. 

UII""" I Gambarlah daerah yang bersanaJcutan. 
UIIIIIII" 2 PotOllalah menjadi jalur·jaIur dan berilah nomor plcla suotu jalur terten· 

tu. 
u",IIII" J llarnpiri lu .. suatu ja!ur tertentu terse but dengan luu peraegi panjonl 

YlRgaesuai. 
UIIIIIII" 4 Jumlahkan luas aproksimasi tors_but. 
UIIIIIII" 5 AmbilJah kemudian limit dan jumiah itu dengan jalan menunjukbn 

jalur ke noll.bar sahinap eliperoleh suatu intean! tertentu. 

Untuk menjelukannya, perhatikanlah cOIIlOO sedorhana 1aln berikut 1nI. 

CONTOH 4 Susunlah intean! untuk luu daerah dibawah kurva y • I +"';; yang tedetak 
antora garis dengan persarnaan" = 0 dan" • 4 (Gambar 5). 

hnyekMliDn 

1. Gamber 

GAMBAR 5 

"" 3 --il-

2 

2 . Potong-potono 

4 

3. Aprok sim asi lu as jAluf 

6 A ; "" ( 1 +yt;) /l.x , 

4. Jumlahkan : A ... ! (1 +V:;:) !::,.x, 

5. An'lbillimitnya : A - fo• (1 +.J;, dx 

• ,.-== 1 +..;; 

Setelah kita paharni benor proaewr lima 
lanakah teraebut, kita clapat menyinglcatnya 
menjadi tip lanakah, yaitu: (JO.to,,"ofonl, 
(slice). aproksimasikan, integralkan . 

x 

CoAMBAR6 

4 x 

6.A ... CI + V:;, 6M 

A - 104
(1 +V'M'dlt 

Ingltlah bah ... menginlegralkan berarti, men· 
jumlahkan dan mengambU llmlt apabOa panja .. 
jalur menuju DOl. Da1am prose. m L . .. tu 
berubah menjadi f .. . 4 . Garnbor 6 menur9u1c. 
kan proses yang lelah dipersinglcal ilu untulc 
lOa! ya .. santa. 

• 
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.) DAERAH ANTARA DUA KURVA. TinjauJah kurva·kurvay = [(xl dany = g(x) dengan 
g(xl :5/(xl pada seJang a $x $b. Kurva·kurva ini dan seJang itu membatasi daerah yang 
tergambar pada Gambar 7. Kita gunakan cara: po tong,' aproksimasi, integralkan, untuk 
menentukan luas daerah terse but. 

y y = " ... , 

II ... I-,(x) 

G.UiBAR 7 

Anda perlu memperhatikan bahwa /(xl - g(xl adalah tinggi jalur po tong yang benar; 
walaupun. kurva g berada di sebelall bawah sumbu x. Sebab dalam hal inig(xl negatif;jadi 
mengurangi dengan g(xl berarti menjumlahkan deDjlan bilangan yang positif. Anda dapat 
melihat ",ndiei bahwa [(x) - g(x) adalah tinggi jalur yang benar. sekaJipun [(x) dan g(x) 
adalah negatif. 

CONTOH 5 Tentukan luas daerah antara kurva y = x' dan y = 2x - x'. 

Penyelesaian Kita mulai menentukan litik·titik poiong kurva·kurva lersebut dan kemu
dian menggambarkannya. Jadi kita mencari ak~r·akar persamaan 2x - x2 = X4, suatu 
persamaan berderajat empat, yang biasanya tidak mudah terpecahkan. Akan letapi, 
tampak bahwa x = 0 dan x = I , adalah dua di antara akar.akamya. Gambar daerah, 
potongan jalur dan aproksimasi serla inlegral yang bersangkulan dapal dilihat pada 
Gambar 8. 

GAMBAR 8 

.6.A" (2X-K 2 -x4).6.Jt 

A";' f
o
' 12K _)12 - x4)dx 

Masiha da satu tugas lagi, yaitu menghitung integral. 

f. , [ x, x'] I 1 1 7 
o (2x - x, - x'l dx" x, - "3 - 5" 0 = 1 - "3 - 5 '" 15 • 
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CONTOH 6 Tentukan luIS daerah yang dibatasi oleh parabo/ y' = 4x dan gari.4x - 3y' 
4. 

PellyeiesQilJn Kita tentukan titik potong parabol dan garis koordinat y dari titik-titik ini 
dapat diperoleh dan penulisan persamaan yang kedua sebagai 4x = 3y + 4, dan kemudi
an duo ungkapan untuk 4x disamakan. 

y 

GAMBAR 9 

y' = 3y + 4 

y' - 3y - 4 = 0 

(y - 4)(y + I) = 0 

y = 4, -I 

Dengan dernikian titik-titik potong terse but 
adalah (4, 4) dan Q ' -I). Daerah yang horus 
dieari lua,nya dapat dilihat pada Gambar 9. 

Daerah ini kita potong-potong menjadi jalur-jalur tegak (vertikal), seperti terlihat 
pada gambill:. Ada kc.ulitan sedikit, karena kurva batas b.wah terdiri atas dua kurva. 
Di sobelah kiri ,ekali jalur-jalur merontang dali basian bawah parabol hingga basian 
at .. nya, sedangkan untuk daerah sisanya 'jalur-jalw ini meroniang dali garis hingga 
parabol. Jadi, apabila kita menggunakan jalur-jalur tegal<, kita bagi daerah yang ber
sanakutan menjadi dua bagion, kemudian membentuk integral untuk masing'masing 
basian; kemudian menghitungnya. 

Suatu penyelesaian yang jauh I.bih sederhona ialah memo tong daerah menjadi 
jalur.jalur yang datar, scperti dapat kit. lihat pad. G.mbar 10. PalllIT' hal ini kit. 
menggunakan y sebagai variabel dalam integral, dan hukan x. Perhatikan bahwa jaJur· 
jalur yang datar ltu selalu bermul. pada ·par.bol (dl sebelah kirl) dan berakhir pad. 
gari. (dl sebelah kanan). 

y 

4 

3 

3 

GAM 8ARIO 

(4.4) 

.tau 
x= l y .+ 4 

4 5 
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A = fa [3Y + : - Y'] dy = ~ fa (3y + 4 - y') dy 

I [3Y' y']4 
= 4 2+ 4y -"3 -1 

= ~ [(24 + 16 - ~) - G -4 + m 
125 = 24 ,., 5,21 

Ada dua hal yang haru. diperhatikan, yaitu: (I) lntegran yang menyangkut penjalur· 
an datar mengandung variabel y , bukan x ; dan (2) untuk memperoleh integran, kita 
nyatakan " masing-masing dengan )I dari duo persamaan yang diketahu·i. Kemudian 
klta· kurangkan nilai" yang lebih kecil (kurva kiri) dari nilai" yang lebih be.ar (kurva 
kanan). • 

IARAK DAN PERPINDAHAN Pandang suatu benda yang bergerak sepanjang garis lurus 

dengan kecepatan v(t) pada saat t . Bila v(t) ;;'/0, maka Lb v(t)dt menyatakan jarak yang 

ditempuh dalam selang waktu a .. t .. b (lihat Pasal 5.4). Namun, v(t) dapat pula bernilal 
negatif (yang berarti bahwa benda itu bergerak dalam arah sebaliknya), maka 

r v(t)dt = s(b) - s(a) 

menyatakan perplDdUan benda itu, yang berarti , jarak lurus dari tempat berangkat s(a) 
ke tempat akhir .!(b). Untuk mendapatkan jUlk keaelunahan yang ditempuh benda sela· 

ma a .. t .. b, kita harus mengilitung Lb 1v(1)1 dt, luas daerah antara kurva kecepatan 

dan sumbu·t. Soa131·33 menggambarkan gagasan in!. 

SOAL·SOAL 6.1 __________________ _ 

Dalam Soal-soal I-10, gunakan prosedur tiga langkah (potong, aproksimasi , integralkan) 
untuk mcnyusun integral daerah yang harus dieari luasnya. 

L 2. 
y 

y 

y "" x 2 + 1 

x 

x 
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.'. 

• 

y ::: - x 

4. , 

5. y 

y == 2 - xl 

Prtunjuk: Untuk menenl\lUn titik-titik. · 
poton,. selesaikanlah persamaan X 
2 _ x 3 . 

o. 

Kalk ulu s dan (;eom('lri Analit is Jilid 1 

7. 

y 

y::o xl - x l -6x 

8. 

y o. -Jt + 2 

• 

9. 

y 

• 

10. 

y 

• 
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DoIam 5oa11Oa! 11-28, pmbariah d •• rah 
yo", elibatui oleh lcurva-lcurva yang per
,am .. nnya diketahui. Tul\iuk!ah .. buah 
persegi-panjang dalam suatu jaiuT potons
an, aproksimasilah luasnya, susunlah inte
gral yane sesuai dan kemudian hitungJah; 
lU85 daerah yang bersangkutan. 

11. y::= 4 - !Xl, y - .0, aritan x IE 0 
dIn>:-3 . 

12. Y _ 4x - x 2 , y _ 0, antara x= 1 
dln.:c·3. 

13. y _ x 2 - 2.x - 3, Y - 0, antara 
x=Odanx - 2. 

14. y - j(x' - 10). y - O. antara 
%=-2dan>:-3 

15. Y _ Xl, Y - 0, x - -I, x =-= 2 

16. Y - ~ y - O. x - - 1. x - 8 

17. y- ~,y ~ O,x- 8 

18. Y = x' - 4% + 3, x - y - 1 = 0 

19. Y _ Xl, Y =- x + 2 

20. y _ 2-/>:,y = 2x - 4.x = 0 

21. Y = Xl - 4x, y """ - x 2 

22. y _ x 2 - 2, y _ 2X2 + X - 4 

23. % - 6y - r, x - 0 

24.x= -y'+y+2,%=0 

25. x _ 4 - y1, X + Y - 2 - 0 

26. x - y' - 3y, x - y + 3 = 0 

27. y' - 2x _ 0, r + 4x - 12 = 0 

28. x_y·,X=-2- y4 

29. Gambarlah doerah R yang eIi
batali olm y .. x + 6, y n: x', din 2y + x 
= O. Hitunpah lua.nya. Petunjuk: Bagi
lah R mel\iaeli dua da.rah. 

30. Deneln mcnuunakan integral, 
tontuitan lua •• ep-tiga yang titik-titik su
dutnya adalah (-I, 4), (2, - Zl dan (S, I). 

3!. Sebuah benda berlerak di .. pan
jana suatu Saris lurus sedemikian rupa se· 
bin .. a k.e.patannya pad' .. at t adalah 
v(t) - 3,' -24r + 36 kaki per detik (lihat 
Contoh 3 pada Paal 3.7). Cari1ah perpin
dahan dan jarak teaeluruhan yana ditem
puh benda itu untuk -) .. t" 9. 

319 

32. Ikuti petul\iuk dalam Soa! 3), 
apabila 0(,) - ! + lin 2, dan .. lana wak
tunya 0 .. t .. 311/2. 

33. Derangkat pada I - 0 dan t = 0, 
suatu benda be .... rak aepal\iang priJ 
lurua aed.miltian rupa sehinga keoepat
annya pada ,oat, ada!ab v(') = 21-4 em 
per detik. Derap. lama benda itu akin 
mcncapai I • 121 Untuk menempuh jarak 
ke .. luruhan 12 em? 

34. Pandana kurva 'Y = I/x' untuk 
I .. >: .. 6. 
(a) Hitu",lah luas daerab di bawab kur .. 
ini. 
(b) Tentukan c sedemwln rupa schinal 
laris x • c rqembagi dua lUIS pad. (a) 
sarna bcaar. 
(e) Tontukan d sedemikian rupa sehinga 
.. n. y - d membaai du. luu pada (a) 
sarna besar. 

35. Hitunllah lua. A, B, C, dan D 
dalam Gambar ) I. Periksalah d.n .. n 
m.nahituna A + B + C + D dalarn satu 
bentuk inte"al. 

y 

y ·x2 

GAMBAR 11 

36. Buktikan prinsip Canlion. Bila 
dua daerah m.miliki teba! yang sarna 
pad. IOtiap % dl (a, b I. maka keduanya 
akan mempunyai IUd Yan& sarna (liba. 
Gambar 12). 

GAMJIAR 12 
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6.2 Volume Benda dalam Bidang: Lempengan, Cakram, Cinein 

Integral tentu dapat digunwn untuk menghitung luas. lni tidak mengherankan oleh 
karena integral tersebut memang diciptakan untuk keperluan itu. Akan tetapi integral ter· 
sebut dapat digunakan untuk banyak persoalan lainnya. Hampir tiap besaran yang dapat 
dianggap sebagai hasH pernotongan sesuatu menjadi bagian-bagian lebih keeil , aproksimasi 
tiap bagian , penjumlahan dan pengambilan limit apabila tiap bagian mengecil , dapat 
diartikan ,ebagai ,u.tu integral. Khusu, nya, hal ini benar untuk volume benda·benda ter· 
tentu yang akan leita bahas dibawah ini. 

GAMBAR I 

Apakah yang disebut volume? Kita mulai dengan benda·benda sederhana, yaitu tabung 
lingkaran tegak dan sejenisnya. Empat di antarany. dapat dilihat pada Gambar 1. Dalam 
tiap ka.us, benda itu diperoleh dengan cara menggerakkan .oatu doorah pada bidang 
(rata) sejauh h dengan arah yang tegak lurus pada doorah terse but. Dalam tiap kasu. itu, 
volume benda ditentukan sebagai luas A, daerah alas, dikalikan dengan tinggi h, yakni 

v = kh 

K.emudian perhatikanlah sebuah benda yang bersifat bahwa penampang·penampang 
tegaldurusnya pada suatu garis tertentu memiliki lua, tertentu. Misalnya saris tersebut 
adalah sumbu x dan andaikan bahwa loas penampang di x adalah A (x) dengan a "x " 
b (Gambar 2). Selang [a, b) kit. bagi dengan tiUk·Uti!< bagia = x. <x, <XI ... <xn = ~ 
Melalui titik·titili itu kita lukis bidang teg.ldurus pada sumbu x . Dengan demikian kita 
peroleh pemotongan benda menjadi lempengan yang tipi .. tipis (Gamba< 3). Volume 
~Vi soatu lempeng chpat dianggap sebagal volume tabung, yaitu 

dan volume V benda dapat dlaproksimasi dengan jumlah Riemann 

• 
V,., L A(x,) Ax, ,., 

a 

GAMBAR2 
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a x; 

~
" -11-

( ~ ' . ~. " . , 
~ - ,. " 

,r, '". ; ' '',''', '. J,' , ~j .~ -
, , 

I ! ! I 

.,1,1\ b a 

I , 

GAMBAR3 

Apabila nonna parlhi kita tujukan ke nol , kita memperoleh luatu inteIJol tentu ; inteIJol 
Ini kita defmisikan sebapi volume benda 

y - l-'4(x)dX 
, , 

-{ 

,, 71 J 1'1- (x) ~ 
• 

Dalam perhitungan volume-volume benda, sebaiknya anda jangan menggunakan 
Nmus itu secara hafalan. Akall tetapi anda haruslah memahami proses yang menuju ke 
penemuan rumus tersebut. Seperti untuk luas. proses itu kita sebut pula, pemotongan, 
aproksima,i dan pengintegra/an, l:Ial ini diperjelas dalam contoh,contob di bawah int 

BENDA PUTAR : METODE CAKRAM Apabila sebuah daerah rata, yang terletak selll
ruboya pada satu bagian bidang yang terbagi olel1 sebuah garis lurus tetap, diputar menge
Illingi garis te""but, daerob itu akan membentuk sebuah bend4 putar. Garis yang tetap 
tersebut dinamakan "'mbu pillar, ' 

Sobagal contoh, opabila daerah yang dibatasi oleh setengab Jingkaran dan gari. te
ngaboya, diputar mengelilingi garis tengab ltu, maka daerah terse but membentuk sebuah 
bola, Apabila daerah segitiga diputar mengelilingi salah satu kakinya, doerah itu akan 
membentuk ,sebuah kerucut (Gambar 4), Apabila sebuah daerah Jingkaran diputar menge
Iilingi 'sebuah garis pada bidang lingkaran itu yang tidak memotongnya (Gambar 5), mak. 
diperoleh sebuah torus (ban), Dalam tiap hal, volume benda-benda ltu dapat disajlkan se
bapsuatu integral tentu, 

\ I ~ 
surnbu 

GilMDAR4 GAMBAR 5 

CONTOH I Tentukan volume benda putar yang dibentuk oleh daerah R yang dibatasi 
oleh kurva y =..r;., sumbu x dan garis x = 4 apabila R diputar mengelilingi .umbu x, 
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y 

4 , 

GAM BAR 6 

PenyelesaiDn Pada bag.ian kiri Gambaa::6kitalihat daerah dengan sebuahjalur pemotongan. 
Apabila R diputar mengelilingi ,umbu x, daerah ini akan membentuk •• buah benda 
putar dan jalur tersebut membentuk ,ebuah cakram yang volumenya /> Vdapat kita 
aproksimasi dengan volume sebuah tabuRg dengan tinggi .1Xj dan dengan jari-jari alas 
t1 V :::::::1T,( Vx)2 llx, volume tabung ini adalah w 2h. Apabila volume tabung.tabung ini 
kita jumlahkan dan kemudian kita integralkan, maka 

V ~" x dx ~. " - =,,- = 8" "" 25,13 f.4 [X2]' 16 
020 2 • 

CONTOH 2 TentukaJi volume benda puUr yang terbentuk apabila """rah yang dibawi 
·o\eh kurva y = x3 , . ,umbu y dan gan, y = 3 dipular mengelilingi .umbu y. (Gambar 
7). 

y 

y 

31-~~-I 

GAMBAR 7 

6V'" 1I'(V;)2.6.y 

v"'f: .. y2f1
d'tl 

Peny~/eSD;an Dalam kasus ini, lebili mudah y digunakan sebagai variabel pengintegralan. 
Perhatikan bahway =x3 setara dengaox =.{J; dan />V"'( ~)' />y maka 

V = " y'" dy = " - y'" =" ~ '" 11,76 l' [3]3 9 '19 
o 5 0 5 • 
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GAMBAR8 

METODE CINCIN Ada !Wanya apabUa .. -
buah benda putar kilo potong-potong tegak 
lurus pada .umbo putarnya, kilo memper
oIeh sebuah cakram yang di. tengah-tengah
nya ada lubangnya. o.erah demikian kilo ... 
but cincln. Lihat Gambar 8. 

CONTOH 1 Tentukan volume benda putar apabUa daerah yang dibatasi oleh parabol-pa
rabol y z x' dany' = ax diputar mengelilingi sumbu -x. 

Penyelesaion Di sini kita juga menggunakan metode potong menjadi jalur-jalur, kemudi
an dioproksimasl. dan akhirnyadiintegralkan (Gambar 9). 

V = 7t (8x - x4
) dx = 7t - - - = - '" 30,16 f., [8X' x']' 48" 

• . 25.5 • 
CONTOH 4 o.erah .etengah lingkaran yang dibatasi oIeh kurva x = J4"=Y2 dan sum

bu y diputar mengelilingi gads x " -1. Susunlah integral yang merumuskan volume 
benda putar itu. 

y 

GAMBAR9 

Y '" xl 

~v "" .. ( hli:;,'- (x2.'J tlJf 

V~ fo' .. 18x-X4IrJl( 

Penyelesaion Jari·jari luar cincin adalah J4 - y' + I, sedangkan jari-jari dalam adalah 
I. lihat Gambar 10. (ntewal yang bersangkutan dapat disederhanakan. Bagian,yang 
terletak di atas sumbu x, volumenya sama dengan bapan yang di bawah sumbo x. 
Jadi kita cukup met)8integralkan antara 0 dan 2 dan kemudian hasilnya dikalikan dua. 
Kita peroleh: , 

V = 1l L, [(1 + J4 - y')' - 1] dy 
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= 27< So' (2J4=Y' +..4 - y'] dy 

Untule menghitung,integral terse but lihatlah Soal 31. 

y 

-1 

-2 

X "" -1 

GAM BAR 10 

6V'"q,[(1 + v'4_y2)2 _ 1Jt:.y 

V=(2 11'1 (1 +../4-y11' -l)dy 

2 x 

• 

.( == --1 

BC t-:D" RUAr\G LAIN YAt-:G PENAMPANGNYA DIKETAHUI Benda yang kila bahas 
memiliki daerah-daerah !ingkaran sebagai penampang-penampang tegak. Metode yang kita 
gunakan tetap berlaku untuk benda-benda yang penampang tegaknya berbentuk bujur 
sangkar atau segi tiga. Sesungguhnya yang kita perlukan ialah bahwa kita dapat menghitung 
lu" penampang·penanlpang terse bu I. 

CONTOH 5 Andaikan alas sebuah benda adalah suatu daerah rata pada leuadran pertama 
yang dibatasi olehy = I ' - x'j4, .umbu x dan swnbu y. Andaikan penampang-penam
pang yang tegaldurus pada sumbu x berbentuk bujur .angkar. Tentukan volume benda 
ini. 

Penyelesoion Apabila kita potong-potong bend. tegaklurus pada sumbu x kita peroleh 
lempeng-tempeng tipis,yang berbentuk bujursangkar (Gambar II). 

y 

( ")' AV'" 1--; 6x 

x '( ')' v=fo 1-~ dx 
2 

x 

GAMBAR 11 
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v = s: (I - x; + 7:) dx = [x - x; + ~~J: 
8 32 16 

= 2 - - + - = - '" 1,07 
6 80 15 • 

CONTOH 6 Alas sebuah benda diketahui merupakan daerah yang dibalasi aleh satu busur 
kurva y = .in :c dan sumbu :c . Tiap penampang yang tegaIdurus pada sumbu :c adalah 
sebum segitiga sama sisi yang berdiri pada alasnya. Tentukan volume benda itu. 

GAlBAIlIl 

Y -'" sin)( 

• x 
x x 

GAMBAR 13 

tJ. V "' ( ~Sin2x ) tJ.x 

V = J.~ (~ 5in'2 x)dx 

Penyelt'soiul1 Kita ingat bahwa luas segitiga sarna sisi.dengan panjang sisi u adalah.J'3u 2/ 4 
(Gambar 12). Kemudian lihatlah Cambar 13. Untuk melakukan pengintegralan kita 
menggunakan sin' x = (I - cos 2x)j2 . 

.fi f.' I - cas 2x .fi f.' V = - dx = - (I - cos 2x) dx 
40 28 0 

=- Idx-- cos2x·2dx .fi [I' I r' ] 
8 0 2 010 

= .fi [x - ! sin 2xJ' = .fi " '" 0 68 8 2 0 8 ' • 
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SOAL-SOAL 6_2 

Dalam Soal-soal 1 hingga 4. ten tukan 
volume benda yang dibentuk, apabUa 
daerah yang diberikan diputar mengelili
ngi 5umbu yang diberikan ; pOlong, di· 
aproksimosi, diintegralkan . 

1. sumbu-x 
y 

2. sumbu-x 
y 

3_ (a) sumbu-x 
(b) sumbo-y 

y 

4 . (a) sumbu-x 
(b) sumbu-y 

y 

2 K 

., = -)(1 + 4)( 

3 

K 

K 

Dalam Soal-soal 5 hingp 10, buatlah 
sketsa dacrah R yang dibatasi oJeh kurva
kUrva yang persamaannya diketahui. Per
lihatkan sebuah jalur perseai-panjang yang 
tcgak. Kernudian tentukan volume ben-

l(olkuJu ,~ don r;eol1l(' tri A nalitis Jilid I 

da yang terbentuk apabila R diputar me
ngclilingj 5umbu x. 

x' 
5 . Y~4,x~4,y~0 

6. y ~ x', x ~ 2, y ~ 0 

I 
7. y ~ - , x ~ I, x ~ 4, y ~ 0 

x 

8. y = X l l 2, Y = 0, antara x = 1 dan 
oX = 3. 

9. y=~,y=O. antarax= 
- 1 dan x = 2. 

10. Y = Xl.Il, Y = 0, 
dan x = 8. 

antara x = 1 

Dalam Soal-soal 11 hingga J 6, gambarlah 
daerah R yan.g dibatasi olch kurva-kurva 
yang persamaannya diberikan. Perlihatbn
Jab jatur persegi-panjang yang mendatar. 
Tentukan volume benda yang terbentuk 
apabila R diputar rnengelilingi sumbu y. 

Il. x ~ y',x~O,y~ 2 

2 
12 . x =< - , y = I, y = 6 x = 0 y , 

13. x ~ h,y - 4,x ~ 0 

14. x = y,:t, y *' 8, x = 0 

1 s. x = . i/2, Y = 4, x = 0 

16.x~~,x~0 

1 J. Tentukan volume benda yang ter
bentuk apabila bagian atas elips 

diputar men,elilingi sumbu x. Dengan de
mikian dapat dihitung volume benda yang 
disebut sfcroid; Q dan b konstanta dan 
a>b. 

18. Tentukan volume benda yang 
tcrbentuk apabila daerah yan, dibatasi 
olch saris y z: 4x dan parabol y = 4x 2 

diputar men,elilinai sumbu x. Gambarlah. 

19. Tentukan volume benda yang ter
bentulc: apabila daerah yanl dibatasi oleh 
pris x - 2y -= 0 dan parahol y2 - 2x = 
o dipotar mengelilinii sumbu x. Gambar
Iah. 
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20. Tentukan volume benda yang ter
bentuk apabila daerah dalam kuadran 
pertama yang dibatasi oleh lingkaran 
x2 + y2 = ,2, sumbu x dan garis x = r - h, 
o < h < r, diputar mengelilingi sumbu x. 
Benda yang terjadi adalah tembereng bola 
dengan tinggi h dan bola berjari-.jari r 

21. Tentukan volume benda yang ter
bentuk apabila daerah pada bidang xy yang 
dibatasi oleh gans y = 4x dan parabol 
y = 4x 2 diputar mengelilingi sumbu y. 
Gambarlah. 

22. Tentukan volume benda yang ter
bentuk . apabila daerah dalam kuadran per
tama yang dibatasi. oleh paraboi-parabol 
3x' - 16)' + 48 ~ 0 dan x' - 16y + 80= 0 
dan sumbu y diputar mengelilingi garis 
y = 2. Gambarlah. 

23. Ala, ,ebuah benda adalah daerah 
lingkaran x 2 + y2 = 4. Tentukan volume 
benda tersebut apabila tiap penampang 
olch bidang yang tegaklurus pada sumbu x 
adalah bujur sangkar. Pt!tunjuk: Lihat 
Contoh 5 dan 6. 

24. Seperti Soal nomor 23 akan teta
pi penampang benda dengan bidang yang 

tegaklurus pada sumbu x adalah segi-tiga 
sarna kaki yang alasnya terletak pada 
bidang xy dengan tinggi 4. Petunjuk: Un
tuk melengkapi perhitungan, anggaplah 

J~2.J4=7 dx sebagai luas (daerah) se
tengah lingkaran. 

25.'Aias sebuah benda dibatasi oleh 
satu busur dan kurva y = Jeos x. -n12 
:s; x :s: n12, dan sumbu x. Tiap penampang 
benda dengan benda yang tegaklurus pada 
sumbu x berbentuk bujur sangkar yang 
alasnya terletu pada bidang kurva tadi. 
Tentukan volume benda itu. 

26. Alas sebuah benda adalah daerah 
yang dibatasi oleh y = 1 - x 2 dan y =-
1 - X4. Penampang benda dengan bidang
bidang tegaklurus pada sumbu x adalah 
bujur sangkar. Tentukan volume benda itu. 

27. Tentukan volume satu oktan (se
perd.lapan) benda yang m.rupakan da.rah 
.. kutu dua tabung linakaran t.pk den_ 
jari-jari masing-masing 1. dan yang sumbu
sumbunya berpotongan tegaklurus. Pt
tunjuk: Penampang yanl mendatar ada
lah bujur ,angkar Oihatlah aambar). 
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28. Alas ,ebuah benda adalah. ,uatu 
daerah R yang dibatasi ol~h y = ..jX dan 
y = x 2 Tiap penampang dengan bidang 
yang tegaklurus pada sumbu .x adalah se
tenaah linakaran dengan lOri, tengah yang 
melintasi daerah R tersebut. Tentukan 
volume benda itu. 

29. Tentukan volume benda yang ter
bentuk. IpabUa daerah pada kuadran per
tama yang dibatasi oleh kurva y2 = x 3 • 

garis x = 4 dan sumbu.x diputar mengeli
lin&i (a) lOris x = 4; (b) lOris y = 8. 

30. Tentukan volume. benda Ylna 
terbentuk apabila daerah yang dibatui 
olch y' = x', prj, y = 8 dan sumbu y 
diputar menaelilinai (a) garis x = 4; (b) 10-
risy:cS. 

31. Lenakapkanlah perhitunpn inte
aral dalam Contoh 4, densan menpnpt 
bahwa 

f:[2~4-Y' +4-y']dy 

~2 f~4-yldY+ f(4-y')dY 

Kemudian anagaplah intearal yanl pertama 
sebagai luas daerah seperempat lingkaran. 

32. Sobuah tong kayu terbuka de
naan jarl-jari r dan tinsli h pad. mulanya 
penuh den_ &it. Tong ini dimirinakan 
sampai pad. tinakat air penis sam. 
dengan pris tenph dasamy. dan muka 
tepat menyentuh tepi/bibir tona bqian 
at... Carilah volume air yang tinggal di 
dalam tong terse but. 

GAMBARIS 



328 

33. Sebuah pasak didapal dari perno
tongan sisi kanan silinder pejal yang ber~ 
farHari r. Permukaan bagian atas pasak 
terse but benda pada suatu bidang yang 
melalui diameter i:z dari lingkar alas silin
der dan membentuk sudut 8 dengan alas. 
Carilah volume dari pasak terse but. 

GAMBARI6 

34 . (Jam air) Sebuah tangki air di
peroleh dengan memutar kurva y = 
kx~, k>O terhadap sumbu-y. 
<a) Carilah V(y). volume air dalam lang
ki sebagai fungsi kedalaman y. 
(b) Air menetes melalui suatu lubang 
kedl sesuai dengan hukum Torricelli 

Kalkulus dOli (;eom etri Analiti.~ Jilid I 

<dV/dt = -m vy). Tunjukkan bahwa ke
tinggian air turnn dengan tingkat kons
tan. 

35. Tunjukkan bahwa volume dari 
kerucut pada umumnya adalah ~Ah:. di 
mana A adalah luas dasar dan h tingginya. 
Gunakan hasil ini untuk mendapatkan 
rumus volume dari: 
<a) Sebuah kerucul dengan alas Iingkar
an berjari-jari , dan tinggi h; 
(b) Sebuah tetrahedron beraturan de
ngan panjang sisi T. 

T 
h 

GAMBAR 17 

36. Nyatakanlah tujuan 
Cavalieri untuk volume (lihat 
pada Pasal 6.1). 

prinsip 
Soal 36 

6.3 Volume Benda Put"r: Kulit Tabung 

Ada cara lain Wlluk menghilung volume benda pular. yaitu melo.de kuln tabung. 
Untuk berbagal persoalan, melode ini lebih mudah digunakan ketimbang melode cakram 
atau metode ciodo. 

Sebuah kuUI tabun, adalah sebuah benda yang dibatasi oleh dua tabung Iingkaran 
tegak yang sumbu simelrinya berimpit (Gambar I). ApabUa jari-jari tabung dalarn adalah 
rl, dan jari-jari labWlg luar adalah r,. sedangkan linggi labung adalah h, maka volume 
kulil labung adalah 

Sehingga 

V 

v = (luas alas) • (Iinggi) 

= (nd - nd)h 

= n(r, + rlXr, - rl)h 

(r, + rl) = 2" - 2- h(r, - r l ) 

2" X Gari-jari rata-rata) X (tinggi) X (Iebal) 
2" rh l1r GAMBAR I 
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